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Kapitel 1

Einleitung

Seit seiner Vorhersage durch Brian D. Josephson im Jahr 1962 [1] stellt der Josephson-
Effekt einen zentralen Aspekt bei der Untersuchung des supraleitenden Zustandes dar. Der
Josephson-Effekt ist einerseits von grundlegendem Interesse, da sich in diesem Effekt wichtige
Eigenschaften makroskopischer quantenmechanischer Systeme manifestieren und das Studi-
um des Josephson-Effektes wesentlich zum Verstdndnis der Supraleitung beitriagt. Gleich-
zeitig besitzt der Josephson-Effekt grofe technische Bedeutung, da viele Anwendungen der
Supraleitung auf der gezielten Ausnutzung dieses Effektes beruhen.

Der Josephson-Effekt tritt immer dann auf, wenn zwei Supraleiter iiber einen Kontaktbe-
reich gekoppelt sind, in dem schwache Supraleitung vorliegt (P. W. Anderson 1964 [2]). Als
schwache Supraleitung wird hierbei bezeichnet, wenn in einem rédumlich begrenzten Gebiet
einer oder mehrere kritische Parameter wesentlich kleiner sind als in einem ausgedehnten
Supraleiter. Die kritischen Parameter kénnen dabei durch die kritischen Stréome bzw. Strom-
dichten gegeben sein sowie durch das kritische Magnetfeld, das zur Unterdriickung der Su-
praleitung fiihrt. Auch die Sprungtemperatur, oberhalb derer die Supraleitung verschwindet,
kann einen kritischen Parameter im Sinne schwacher Supraleitung darstellen.

FEin reduzierter kritischer Strom bzw. eine reduzierte kritische Stromdichte kénnen auf
verschiedenste Arten erzielt werden. Das klassische System, fiir das Brian D. Josephson den
nach ihm benannten Effekt vorhergesagt hat, besteht aus einer Tunnelbarriere, die zwei aus-
gedehnte Supraleiter verbindet. In #hnlicher Art und Weise fiihrt eine normalleitende Bar-
riere oder eine halbleitende Barriere zu einer lokal verringerten kritischen Stromdichte. Auch
an Korngrenzen eines supraleitenden Materials ist die kritische Stromdichte unter Umstén-
den stark reduziert. Eine Engstelle des Supraleiters bedingt durch die starke Konzentration
der Strome lokal hohe Stromdichten und damit einen reduzierten kritischen Strom.

Engstellen, die zu reduzierten kritischen Strémen fiihren, kénnen in Form eines Punkt-
kontaktes realisiert werden, der klassisch durch das Aufpressen einer supraleitenden Spit-
ze auf einen ausgedehnten Supraleiter entsteht. Eine andere Art der Engstelle wird durch
die Strukturierung eines supraleitenden Films in der Form einer Mikrobriicke oder Dayem-
Briicke erzeugt (P. W. Anderson und A. H. Dayem 1964 [3]), bei der die Breite des Films
lokal verringert ist. Ist zusétzlich im Bereich der Mikrobriicke die Dicke des Films verringert,
so spricht man von einer Briicke mit variabler Dicke.

Mikrobriicken weisen einen schwachen elektrischen Kontakt zwischen den Elektroden auf,
da sie aus einem durchgehenden supraleitenden Material bestehen. Josephson-Kontakte, bei
denen ein schwacher elektrischer Kontakt zwischen den beiden Elektroden besteht, werden
oft als weak links bezeichnet (K. K. Likharev 1979 [4]). Diese Charakterisierung grenzt weak
links von Tunnelkontakten ab, bei denen die beiden supraleitenden Elektroden durch eine
diinne isolierende Schicht getrennt sind. Typischerweise sind die Widerstédnde von weak links
im Normalzustand wesentlich geringer als die von Tunnelkontakten.
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Mikrobriicken stellen eine besondere Art des Josephson-Kontaktes dar, da bei derar-
tigen Systemen keine Uberginge zwischen verschiedenen Materialien involviert sind. Der
Josephson-Effekt wird bei Mikrobriicken einzig durch die Geometrie eines durchgehenden
supraleitenden Materials hervorgerufen. Die Kopplung der beiden ausgedehnten Bereiche
des supraleitenden Materials wird dabei durch die genaue Geometrie der Mikrobriicke be-
stimmt. Die Stéirke der Kopplung ihrerseits bedingt die Amplitude des kritischen Stromes,
also des maximalen Suprastromes, der iiber die Mikrobriicke flieften kann. Ist die laterale
Ausdehnung der Mikrobriicke klein bzw. die Lange groft im Vergleich zur Kohérenzlange des
Materials, so sind die beiden Elektroden schwach gekoppelt und der kritische Strom ist un-
ter Umsténden sehr klein. Mit zunehmender lateraler Ausdehnung bzw. abnehmender Léange
der Mikrobriicke nimmt die Kopplung zu. Fiir Mikrobriicken, deren Breite deutlich grofser
ist als die Kohirenzlinge des Materials, findet ein Ubergang zu normaler Supraleitung statt.
Dabei wéchst mit zunehmender Kopplung der Elektroden der kritische Strom an und geht
kontinuierlich in den kritischen Strom eines ausgedehnten Supraleiters iiber.

Neben ihrer Bedeutung fiir die Untersuchung der grundlegenden Eigenschaften makro-
skopischer quantenmechanischer Systeme sind geometrische Josephson-Kontakte in Form
von Mikrobriicken von Bedeutung fiir verschiedenste Bereiche der Supraleitungselektronik.
Dieses Interesse resultiert aus der Moglichkeit, dass derartige Kontakte durch die Strukturie-
rung eines supraleitenden Filmes erzeugt werden kénnen und folglich eine nahezu beliebige
Platzierung sowie eine dichte Anordnung einer grofen Anzahl von Kontakten auf einem
einzigen Substrat denkbar sind. Des Weiteren weisen geometrische Josephson-Kontakte cha-
rakteristische Eigenschaften auf, die sie fiir bestimmte Anwendungen besonders interessant
machen. Zunéchst sind die sehr kleinen Widerstdnde im Normalzustand sowie die kleinen
intrinsischen Kapazitdten zu nennen, die zusammen zu {iberddmpften Kontakten fiihren.
Dariiber hinaus bieten die nicht-sinusférmigen Strom-Phasen-Beziehungen bei tiefen Tem-
peraturen Vorteile fiir hochempfindliche supraleitende Magnetometer (V. I. Shnyrkov und
S. I. Melnik 2007 [20]). Auch weisen geometrische Josephson-Kontakte aufgrund der klei-
nen Widerstdnde im Normalzustand sowie aufgrund der Abwesenheit von Grenzflichen und
Tunnelbarrieren giinstige Rauscheigenschaften auf (siehe z. B. L. Hao et al. 2008 [25]).

Fortschritte bei der Strukturierung von supraleitenden Diinnfilmen ermdglichen es, de-
finierte geometrische Josephson-Kontakte zu erzeugen. Hierbei kommen sowohl lithographi-
sche als auch rasternde Verfahren zum Einsatz. Supraleitende Elektronik, die auf geometri-
schen Josephson-Kontakten basiert, eignet sich in besonderem Mafe fiir eine starke Minia-
turisierung, da die verwendeten Josephson-Kontakte, die die Grundelemente der Supralei-
tungselektronik darstellen, keine Grofenbeschrankungen bedingen. Die Miniaturisierung ist
folglich nur durch die Strukturierungsmethoden und die gewiinschte Anwendung limitiert.
Aufgrund der Miniaturisierbarkeit geometrischer Josephson-Kontakte werden bereits heute
supraleitende Quanteninterferometer, die auf geometrischen Josephson-Kontakten basieren,
fiir hochempfindliche Messungen schwacher lokalisierter magnetischer Momente verwendet
(siehe u. a. A. G. P. Troeman et al. 2007 [21] und 2008 [22]).

Die laterale Ausdehnung einer Engstelle, die einen geometrischen Josephson-Kontakt
ergibt, muss in der Grofenordnung der Kohérenzldnge des supraleitenden Materials oder
darunter liegen. Entsprechend ist die Realisierung geometrischer Josephson-Kontakte basie-
rend auf konventionellen Supraleitern aufgrund der vergleichsweise grofsen Kohérenzlinge
dieser Materialien bereits 1964 durch verschiedene Forschergruppen gelungen (P. W. Ander-
son und A. H. Dayem (3], J. Lambe et al. [5], R. D. Parks et al. [6]). An einer Verbesserung
der Verfahren zur verlésslichen Herstellung von Mikrobriicken basierend auf konventionellen
Supraleitern wird aber auch heute noch intensiv gearbeitet (siehe u. a. [15-19,21,22,25] sowie
Abschnitt fiir Details zu diesen Arbeiten). Hochtemperatur-Supraleiter aus der Klasse der
Kuprate sind aufgrund der hohen Sprungtemperaturen fiir Anwendungen von grofem Inter-
esse. Da aber die Kohérenzlange dieser Materialien in der Grofenordnung einiger Nanometer
liegt, stellt die Strukturierung geometrischer Josephson-Kontakte eine technische Herausfor-
derung dar. In jlingster Zeit wurden trotz dieser hohen technischen Anforderungen von
verschiedenen Gruppen geometrische Josephson-Kontakte basierend auf Hochtemperatur-



Supraleitern aus der Klasse der Kuprate realisiert (siche z. B. U. Biittuner et al. 2007 [23],
A. A. O. Elkaseh et al. 2007 [24], K. Kajino et al. 2008 [26]).

Die Hochtemperatur-Supraleiter aus der Klasse der Kuprate unterscheiden sich von den
konventionellen Supraleitern nicht nur durch die héhere Sprungtemperatur und die kleinere
Kohérenzldnge, sondern auch durch die unkonventionelle Symmetrie der Paarwechselwirkung
(D. J. Van Harlingen 1995 [48], C. C. Tsuei und J. R. Kirtley 2000 [49]). Inzwischen gilt als
gesichert, dass die Paarwechselwirkung in den Kupraten d-Wellen-Symmetrie aufweist, wah-
rend in den konventionellen Supraleitern eine isotrope oder s-Wellen-Symmetrie der Paar-
wechselwirkung vorliegt. Die Auswirkungen der d-Wellen-Symmetrie auf den Josephson-
Effekt an Korngrenzen des Materials wurden von verschiedenen Gruppen sowohl theore-
tisch [50-54] als auch experimentell [55-58] im Detail untersucht. Auswirkungen auf den
Josephson-Effekt an geometrischen Josephson-Kontakten wurden im Gegensatz dazu bislang
nicht studiert. Dass die d-Wellen-Symmetrie der Paarwechselwirkung auch die Eigenschaften
geometrischer Josephson-Kontakte stark beeinflusst und insbesondere zum Auftreten nega-
tiver Kopplung, intrinsischer Phasendifferenzen sowie zu m-Josephson-Kontakten (L. N. Bu-
laevskil et al. 1977 [9]) und ¢-Josephson-Kontakten (R. G. Mints 1998 [10], A. Buzdin et al.
2003 [11], E. Goldobin et al. 2007 [12]) fithren kann, blieb bislang unbemerkt.

Da geometrische Josephson-Kontakte aus einem durchgehenden supraleitenden Material
bestehen, stellen sie ein klar definiertes Modellsystem dar, an dem der Josephson-Effekt un-
tersucht werden kann. Hierbei kann insbesondere der Ubergang von schwacher Supraleitung
zu normaler Supraleitung untersucht werden. Die Abschwéchung des kritischen Stromes ge-
geniiber dem eines ausgedehnten Supraleiters variiert mit der Geometrie, und damit auch
die Stérke der Kopplung der beiden Elektroden. Eine theoretische Beschreibung kann diesen
Ubergang von schwacher Supraleitung und schwacher Kopplung zu normaler Supraleitung
und starker Kopplung allerdings nur dann erfassen, wenn die tatséchliche Geometrie einer
ausgedehnten Engstelle beriicksichtigt wird.

Von A. G. Aslamazov und A. I. Larkin wurde 1969 erstmals theoretisch beschrieben,
dass ein Punktkontakt das Verhalten eines Tunnel-Josephson-Kontaktes zeigen kann [29].
Von theoretischer Seite wurden geometrische Josephson-Kontakte jedoch bislang zumeist im
Rahmen von einfachen Modellen fiir die Geometrie der Engstelle sowie fiir die Ortsabhin-
gigkeit des Paarpotentials betrachtet. Dabei wurden punktférmige Kontakte im gesamten
Temperaturbereich von T' = 0 bis zur kritischen Temperatur T, untersucht (I. O. Kulik
und A. N. Omelyanchouk 1977 [34,35]) und es wurden Lésungen fiir eine eindimensionale
Mikrobriicke im Temperaturbereich nahe T, berechnet (M. Zareyan et al. 1999 [36]).

Im Rahmen der vorliegenden Arbeit wird der Gleichstrom-Josephson-Effekt an geometri-
schen Josephson-Kontakten erstmals anhand einer realistischen zweidimensionalen Modell-
geometrie fiir eine Mikrobriicke untersucht. Fiir diese Modellgeometrie werden die Propaga-
toren der mikroskopischen Eilenberger-Theorie der Supraleitung selbstkonsistent berechnet.
Mit den selbstkonsistenten Losungen fiir die Propagatoren der mikroskopischen Eilenberger-
Theorie werden alle relevanten und experimentell zugénglichen Gréfen im gesamten Tempe-
raturbereich von T' = 0 bis T, bestimmt. Dabei werden erstmals auch Magnetfelder selbst-
konsistent beriicksichtigt, und zwar sowohl duftere Magnetfelder als auch die, die durch die
in der Geometrie fliefenden Strome selbst hervorgerufen werden.

Die selbstkonsistenten Losungen fiir die Propagatoren der mikroskopischen Eilenberger-
Theorie fiir zweidimensionale Geometrien von Mikrobriicken erlauben die detaillierte Un-
tersuchung der Eigenschaften derartiger Josephson-Kontakte. Dabei kénnen aufgrund der
selbstkonsistenten Beriicksichtigung der lokalen Unterdriickung der Amplitude des Paarpo-
tentials auch quantitative Aussagen gemacht werden. Die Beriicksichtigung der tatsédchlichen
Geometrie der Mikrobriicken erméglicht die Untersuchung des Uberganges von schwacher
Kopplung der Elektroden bei punktférmigen Engstellen zu starker Kopplung bei ausgedehn-
ten Mikrobriicken. Gleichzeitig konnen mit den erarbeiteten Methoden die Auswirkungen
unkonventioneller Symmetrie der Paarwechselwirkung auf den Josephson-Effekt an geome-
trischen Josephson-Kontakten im Detail untersucht werden.
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In Kapitel [2| dieser Arbeit wird der Josephson-Effekt beschrieben und es wird ein Uber-
blick {iber die zuvor genannten theoretischen Modelle und experimentellen Arbeiten zu geo-
metrischen Josephson-Kontakten gegeben. Des Weiteren werden bislang existierende Reali-
sierungen von m-Josephson-Kontakten rekapituliert sowie Eigenschaften und Anwendungen
derartiger Josephson-Kontakte skizziert.

Die im Rahmen dieser Arbeit entwickelten Methoden zur Berechnung selbstkonsistenter
Losungen der mikroskopischen Eilenberger-Theorie werden in Kapitel [3] vorgestellt. Dazu
werden die Eilenberger-Gleichungen eingefiihrt, es wird das entwickelte Losungsverfahren
beschrieben und es werden die verwendeten numerischen Methoden dargestellt.

Diese Methoden werden in Kapitel [f] zunéchst verwendet, um geometrische Josephson-
Kontakte bestehend aus konventionellen Supraleitern mit s-Wellen-Symmetrie der Paarwech-
selwirkung zu untersuchen. Mit Hilfe der beschriebenen Methoden werden Strom-Phasen-
Beziehungen von Mikrobriicken berechnet und aus diesen die kritischen Stréme extrahiert.
Um die Relevanz der selbstkonsistenten Berechnungen nachzuweisen, werden diese mit einem
nicht-selbstkonsistenten Modell fiir die Ortsabhéngigkeit des Paarpotentials verglichen. Die
selbstkonsistent berechneten Werte fiir die kritischen Stréme werden durch den Vergleich mit
experimentellen Daten bestétigt. Des Weiteren werden die Mechanismen, die zum Auftreten
des Josephson-Effektes an geometrischen Josephson-Kontakten fiihren, durch die Betrach-
tung der Amplitude und der Phase des Paarpotentials, der Stromdichte sowie der lokalen
Zustandsdichte identifiziert. Schlieflich werden Abschirmungseffekte sowie der Einfluss eines
dufieren Magnetfeldes untersucht.

In Kapitel | werden in dieser Arbeit erstmals die Auswirkungen der d-Wellen-Symmetrie
der Paarwechselwirkung auf den Josephson-Effekt an geometrischen Josephson-Kontakten
untersucht und Unterschiede zum Fall der s-Wellen-Symmetrie herausgearbeitet. Es zeigt
sich dabei, dass die Unterschiede zwischen geometrischen Josephson-Kontakten aus Supra-
leitern mit s- und d-Wellen-Symmetrie spektakuldr sind: im Fall der d-Wellen-Symmetrie
sind negative Kopplung, endliche intrinsische Phasendifferenzen im Grundzustand und da-
mit m-Josephson-Kontakte sowie p-Josephson-Kontakte moglich. Die Mechanismen, die zum
Auftreten von gebundenen Andreev-Zustédnden fiihren, die riickflieRende Quasiteilchenstro-
me tragen und damit fiir die intrinsischen Phasendifferenzen verantwortlich sind, werden
anhand der Ergebnisse fiir die lokale Zustandsdichte nachgewiesen.

In Kapitel [6] wird eine spezielle Geometrie fiir einen Engstellen-Josephson-Kontakt in
einem d-Wellen-Supraleiter vorgeschlagen, bei der intrinsische Phasendifferenzen bei ver-
gleichsweise groffen Abmessungen der Engstelle in besonders robuster Art und Weise auf-
treten. Dieser sogenannte geometrische m-Josephson-Kontakt erdffnet eine neue Moglich-
keit zur Erzeugung von mw-Josephson-Kontakten. Die Eigenschaften dieser neuen Art des
m-Josephson-Kontaktes werden anhand selbstkonsistenter Losungen fiir die Propagatoren
der mikroskopischen Eilenberger-Theorie sowie anhand eines nicht-selbstkonsistenten Stu-
fenmodells fiir das Paarpotential im Detail untersucht und es werden der experimentelle
Nachweis sowie mogliche Anwendungen fiir supraleitende Quanteninterferometer diskutiert.

In Kapitel [7] werden die Ergebnisse dieser Arbeit zusammengefasst und es wird ein Aus-
blick auf weiterfiihrende physikalische Fragestellungen sowie technische Anwendungen gege-
ben.



Kapitel 2

Geometrische Josephson-Kontakte

2.1 Der Josephson-Effekt

Sind zwei Supraleiter gekoppelt, so besitzt der Strom I iiber die Kontaktstelle eine Kom-
ponente, die nicht von der Spannung iiber den Kontakt abhéngt, sondern von der eichinva-
rianten Differenz der Phasen der makroskopischen quantenmechanischen Wellenfunktionen
der beiden Supraleiter :

I =1(v)

Die eichinvariante Phasendifferenz - ist dabei gegeben durch die Differenz der Phasen der
makroskopischen quantenmechanischen Wellenfunktionen der beiden Supraleiter ¢o — ¢1,
verringert um das von Supraleiter 1 nach Supraleiter 2 integrierte magnetische Vektorpo-
tential A(r):

o [?
Y= ¢2—¢1—(}ﬁ/ dl- A(r) (2.1)
0J1
Hierbei bezeichnet ®¢ = % das magnetische Flussquant.

Im einfachsten Fall ist die Beziehung zwischen Strom und eichinvarianter Phasendifferenz,
kurz Strom-Phasen-Beziehung genannt, durch eine sinusférmige Abhingigkeit gegeben:

I = I.siny (2.2)

Die Grofe I, bezeichnet dabei den maximalen Suprastrom, der iiber die Kontaktstelle flielsen
kann und wird deshalb oft kritischer Strom des Kontaktes genannt.
Die zeitliche Anderung der eichinvarianten Phasendifferenz  ist proportional zur Spannung

V iber den Kontakt:
&y _ %

dt h
Dies ist die Josephson-Gleichung, die zusammen mit der Strom-Phasen-Beziehung den
Josephson-Effekt beschreibt. Dieser Effekt wurde 1962 von Brian D. Josephson fiir zwei
Supraleiter, die iiber eine Tunnelbarriere verbunden sind, theoretisch vorhergesagt. In der
Originalarbeit [1] wird das resultierende Verhalten bei verschwindender bzw. endlicher Span-
nung iiber den Kontakt beschrieben:

(2.3)

1. Bei verschwindender Spannung kann ein Supra-Gleichstrom bis zu einer Stérke I, iber
den Kontakt fliefsen.

2. Bei einer endlichen Spannung iiber den Kontakt gibt es den iiblichen Gleichstrom, aber
auch einen Supra-Wechselstrom mit der Frequenz v = %V.

Diese beiden Phinomene werden oft als Gleichstrom- bzw. Wechselstrom-Josephson-Effekt
bezeichnet.
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Fiir seine theoretische Vorhersage der Eigenschaften eines Suprastromes durch eine Tun-
nelbarriere und insbesondere des Josephson-Effektes erhielt Brian D. Josephson 1973 den
Nobelpreis fiir Physik [7]. Der Josephson-Effekt hat aber eine wesentlich allgemeinere Bedeu-
tung und ist nicht auf einen Tunnelkontakt zwischen zwei Supraleitern beschrénkt, sondern
tritt immer auf, wenn eine Kopplung zweier makroskopischer quantenmechanischer Wellen-
funktionen vorliegt.

Zwischen Gleichung und Gleichung 7 die zusammen den Josephson-Effekt be-
schreiben, gibt es allerdings einen grundlegenden Unterschied. Die Strom-Phasen-Beziehung
gilt in ihrer einfachsten Form nur in bestimmten Grenzfillen. Sowohl der kritische
Strom I, als auch die genaue funktionale Abhéngigkeit des Stromes von der eichinvarianten
Phasendifferenz v hingen stark von der Art der Kopplung, von den genauen Eigenschaften
des Kontaktes und anderen Faktoren wie beispielsweise der Temperatur 1" ab. Gleichung
hingegen folgt einzig aus den grundlegenden Gleichungen der Quantenmechanik und hangt
nur von den Naturkonstanten e (Elementarladung) und h = 27h (Plancksches Wirkungs-
quantum) ab. Diese Gleichung stellt eine exakte Verkniipfung mit weitem Giiltigkeitsbereich
dar zwischen einer quantenmechanischen Grofse, der eichinvarianten Phasendifferenz ~, und
einer makroskopischen Grofe, der iiber dem Kontakt abfallenden Spannung V.

Trotz der Abhéngigkeit von den Details des speziellen Kontaktes kénnen fiir die Strom-
Phasen-Beziehung () einige allgemein giiltige Eigenschaften angegeben werden (siehe dazu
z. B. die Uberblicksartikel [4,8]):

1. Eine Verdnderung der Phase der makroskopischen quantenmechanischen Wellenfunkti-
on um 27 in einer der beiden Elektroden darf den physikalischen Zustand des Systems
nicht &ndern:

A@r) = |Ale = |A]el2n

Deshalb muss die Strom-Phasen-Beziehung immer 27-periodisch sein:
I(y+27) = I(7) (2.4)

2. Eine Umkehr der Phasendifferenz fiihrt zu einem entgegengesetzt flieffenden Strom:

I(—y) = —1(v) (2.5)

Hierbei ist zu beachten, dass diese Eigenschaft nur fiir Systeme gilt, bei denen die
Zeitumkehrinvarianz nicht gebrochen ist. Da Systeme mit gebrochener Zeitumkehrin-
varianz in der vorliegenden Arbeit nicht betrachtet werden, spielt diese Einschréankung
im Folgenden keine Rolle.

3. Nach 1. und 2. ist die Strom-Phasen-Beziechung eine ungerade, 2m-periodische Funkti-
on. Folglich enthilt ihre Entwicklung in eine Fourier-Reihe nur Sinus-Terme

I(y) = Y I,sin(ny) (2.6)
n=1

und die Strom-Phasen-Beziehung schneidet bei v = nm mit n € Z die y-Achse:

Ilnt) = 0 mit neZ (2.7)

Aus diesen Eigenschaften folgt, dass eine Bestimmung der Strom-Phasen-Beziehung im In-
tervall y € [0, ] ausreicht, um I(v) vollstindig festzulegen.
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Die Anderung der Freien Energie £(7y) — £(0) eines Josephson-Kontaktes, die durch eine
Variation der Phasendifferenz ~ hervorgerufen wird, kann durch die Integration der Strom-
Phasen-Beziehung bestimmt werden:

£0) -0 = o [ v 16) (2.8

Eine mikroskopische Herleitung dieser Formel fiir die Anderung der Freien Energie aus dem
Eilenberger-Funktional wird in der vorliegenden Arbeit présentiert. Im Fall einer sinusfor-
migen Strom-Phasen-Beziehung kann das Integral ausgefithrt werden. Mit einer geeigneten
Integrationskonstanten folgt:

E(y)—€(0) = 2—2[0 (1 —cosv) (2.9)
Bei einer sinusférmigen Strom-Phasen-Beziehung ist die Freie Energie des Josephson-
Kontaktes folglich fiir eine Phasendifferenz von v = 0 minimal.

Bei bestimmten Realisierungen von Josephson-Kontakten liegt aufgrund der Form der
Strom-Phasen-Beziehungen das energetische Minimum nicht bei v = 0, sondern bei einer
Phasendifferenz von v = ¢. Man bezeichnet diese Eigenschaft als das Auftreten einer int-
rinsische Phasendifferenz von 79 = ¢, da diese im Grundzustand ohne Bias-Strom spontan
realisiert wird.

Fiir den speziellen Wert der intrinsischen Phasendifferenz von vy = 7 folgt im einfachsten
Fall einer sinusférmigen Strom-Phasen-Beziehung

I = I.sin(y+) = I.sin(y+m) (2.10)

beziehungsweise fiir die Anderung der Freien Energie

h h
E(v)—€(0) = 2—@]c (I—cos(y+m) = 2—616 (14 cosv) (2.11)
Formal entspricht dies einem negativen kritischen Strom:
I = —I siny (2.12)

Aufgrund der intrinsischen Phasendifferenz von 79 = 7 werden derartige Josephson-Kontakte
als m-Josephson-Kontakte bezeichnet [9]. Werden sie mit Josephson-Kontakten kombiniert,
deren energetisches Minimum bei vy = 0 liegt, so lassen sich die unterschiedlichen Grundzu-
standseigenschaften fiir den Nachweis physikalischer Eigenschaften der Kontakte sowie fiir
technische Anwendungen ausnutzen.

Intrinsische Phasendifferenzen von vy = ¢ im Zwischenbereich 0 < ¢ < 7 treten zumeist
in der Umgebung des Uberganges zwischen den beiden Fillen 79 = 0 und 79 = 7 auf.
Derartige Josephson-Kontakte werden iiblicherweise ¢-Josephson-Kontakte genannt [10-12].

2.2 Weak links und geometrische Josephson-Kontakte

Als weak links werden Josephson-Kontakte bezeichnet, bei denen ein schwacher elektrischer
Kontakt zwischen den beiden supraleitenden Elektroden besteht. Der Kontakt kann dabei
durch einen Normalleiter oder durch einen Supraleiter gegeben sein, wobei der Supraleiter
unter Umsténden eine andere (niedrigere) kritische Temperatur als die Elektroden haben
kann. Diese Charakterisierung unterscheidet weak links von Tunnelkontakten, bei denen die
beiden supraleitenden Elektroden durch eine diinne isolierende Schicht elektrisch getrennt
sind. Ist der Abstand der beiden Elektroden bzw. der Querschnitt des weak link ausreichend
klein, so tritt der Josephson-Effekt auf.
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Es gibt mehrere Griinde, die weak links sowohl fiir grundlegende physikalische Unter-
suchungen als auch fiir Anwendungen interessant machen. Mit wachsendem Abstand der
Elektroden wird der weak link, je nach Wahl des Materials, aus dem dieser besteht, entwe-
der zu einem Normalleiter oder zu einem ,normalen” Supraleiter und der Josephson-Effekt
verschwindet. Dies macht einen weak link aus physikalischer Sicht zu einem interessanten
System. Im Fall einer normalleitenden Barriere kann der Ubergang vom Josephson-Effekt zu
Ohmschem Verhalten untersucht werden, im Fall einer supraleitenden Barriere hingegen der
Ubergang zu ,normaler* Supraleitung. Somit kénnen an weak links interessante Erkenntnisse
iiber makroskopische Quanteneffekte gewonnen werden.

Aus Sicht der Anwendung sind weak links von Interesse, da sie charakteristische KEi-
genschaften aufweisen, die sie von Tunnelkontakten deutlich unterscheiden. Die wichtigsten
Aspekte sind hier die sehr kleine Kapazitdt C' sowie der sehr kleine Widerstand im Normal-
zustand Ry . Diese beiden Eigenschaften sind insbesondere fiir Anwendungen wichtig, bei de-
nen iiberddmpfte Josephson-Kontakte mit nicht-hysteretischer Strom-Spannungs-Kennlinie
benétigt werden. Die Kapazitidt des Kontaktes C' definiert, zusammen mit dem Widerstand
im Normalzustand Ry, den dimensionslosen Stewart-McCumber-Parameter S¢ [13,14]:

2
Be = wRNC = (}%JCR?VC (2.13)

Hierbei ist w, die charakteristische Frequenz des Kontaktes, die iiber die charakteristische
Spannung V. = I Ry definiert ist:

we = %VC = % I.RN (2.14)
Der Stewart-McCumber-Parameter 5o bestimmt das Verhalten des Josephson-Kontaktes
und gibt an, ob ein Josephson-Kontakt iiberddmpft (8¢ < 1) oder unterddmpft (5o > 1)
ist. Aufgrund der kleinen Abmessungen und aufgrund des schwachen elektrischen Kontak-
tes weisen weak links im Allgemeinen eine kleine Kapazitit auf. Der schwache elektrische
Kontakt zwischen den supraleitenden Elektroden fiihrt gleichzeitig im Vergleich zu Tunnel-
kontakten zu einem kleinen Widerstand im Normalzustand Ry .

Ein spezieller Typ von weak link wird durch Systeme gebildet, bei denen die teilweise
Entkopplung der Elektroden durch eine laterale Einschniirung eines Supraleiters hervorge-
rufen wird. Derartige Systeme werden gelegentlich als Dayem-Briicken [3], als Mikrobriicken
oder als superconductor-constriction-superconductor (ScS) Josephson-Kontakte bezeichnet.
Im Bereich der Engstelle wird der Querschnitt des Supraleiters in einer rdumlichen Richtung
verringert und der Strom dadurch konzentriert, was lokal zu einer stark erhéhten Stromdichte
fiihrt. Da der Kontakt und die Elektroden aus dem gleichen durchgehenden Material beste-
hen, wird der Josephson-Effekt hier verbliiffenderweise einzig und allein durch die Geometrie
des Supraleiters hervorgerufen.

Eine sehr &hnliche Variante von weak link wird durch Systeme gebildet, bei denen der
Querschnitt des Supraleiters in zwei rdumlichen Richtungen verringert wird. Systeme diesen
Typs werden zumeist als Briicken mit variabler Dicke (variable thickness bridges) bezeichnet.

Derartige geometrische Josephson-Kontakte stofsen in den letzten Jahren auf zunehmen-
des Interesse, da verbesserte Fertigungstechnologien eine prézisere Strukturierung supralei-
tender Filme erlauben. Im Folgenden werden einige relevante neuere Arbeiten in chronolo-
gischer Reihenfolge zusammengestellt.

B. Irmer et al. haben ein Rasterkraftmikroskop verwendet, um Mikrobriicken und
SQUIDs (Superconducting Quantum Interference Devices) in einem Aluminium-Film zu
strukturieren [15]. Dazu wurde eine ausreichend harte und lénglich geformte Spitze am
Rasterkraftmikroskop eingesetzt und im Kontaktmodus betrieben, so dass Furchen in den
Film ,,gepfliigt* werden konnten. Es konnten Mikrobriicken mit typischen Abmessungen von
100 x 100nm? strukturiert werden, die auch zu SQUIDs kombiniert wurden. Die Mikro-
briicken zeigten nicht-hysteretische Strom-Spannungs-Kennlinien und die Daten fiir den kri-
tischen Strom in Abhéngigkeit der Temperatur folgten sehr gut den Vorhersagen von Kulik
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und Omelyanchouk fiir eine Mikrobriicke im sauberen Grenzfall (clean limit) mit kleinen
Abmessungen im Vergleich zur Kohérenzlinge des Materials (siehe Abschnitt .

Ausgehend von ultradiinnen Niob- und Niobnitrid-Filmen wurden von V. Bouchiat et
al. [16] und M. Faucher et al. [17] SQUIDs bestehend aus zwei Mikrobriicken bzw. aus zwei
Briicken mit variabler Dicke gefertigt. Zur Erzeugung der notwendigen Mikrostrukturen wur-
den die 3 — 6.5 nm dicken Filme mit einem Rasterkraftmikroskop mit Hilfe einer konstanten
Spannung lokal anodisiert und damit Teilbereiche der Filme isolierend gemacht. Die Mikro-
briicken wiesen Breiten von 30 bis 100 nm und Langen von 200 bis 1000 nm auf, die SQUIDs
Abmessungen im Bereich von einigen Mikrometern (,Mikro-SQUIDs"). Die Modulation des
kritischen Stromes der SQUIDs durch ein dufseres Magnetfeld wich bei den untersuchten
Strukturen stark von der idealen Form |cos(m ®/®)| ab und zeigte stattdessen eine sé-
gezahnformige Abhéngigkeit. Dieses Ergebnis wurde von den Autoren mit der kinetischen
Induktivitat der langen Mikrobriicken in Verbindung gebracht.

Von K. Hasselbach et al. wurden per Elektronenstrahllithographie Mikro-SQUIDs basie-
rend auf zwei Mikrobriicken als weak links aus Aluminium- und Niob-Diinnfilmen gefertigt
und charakterisiert [18]|. Die Grofe der SQUID-Locher betrug bei den untersuchten Struk-
turen etwa 1pm?. Die gemessenen Eigenschaften der Mikrobriicken und der Mikro-SQUIDs
wurden von den Autoren mit Ergebnissen zweidimensionaler Ginzburg-Landau-Theorie in
der Ebene der Mikro-SQUIDs verglichen. Dabei wurde die Lénge der Mikrobriicken von 0.5
bis 2.9 ¢ variiert und der Einfluss von Temperatur und Magnetfeld untersucht. Als Resultat
wurde gefunden, dass die Mikrobriicken im Allgemeinen stark nicht-sinusférmige Strom-
Phasen-Beziehungen aufweisen und als Folge auch die Abhéngigkeit des kritischen Stromes
der SQUIDs vom aufteren Magnetfeld stark von der idealen |cos(m ®/®()|-Abhéngigkeit ab-
weicht. Des Weiteren wurde festgestellt, dass Aufgrund der Variation des Ginzburg-Landau-
Ordnungsparameters in der Umgebung der Mikrobriicken die gesamte SQUID-Flache bei
theoretischen Untersuchungen beriicksichtigt werden muss.

S. K. H. Lam und D. L. Tilbrook haben ausgehend von Niob-Filmen mit Hilfe von Elek-
tronenstrahllithographie Mikrobriicken und Mikro-SQUIDs gefertigt [19]. Dazu wurden die
Niob-Filme mit einer Goldschicht bedeckt, die Goldschicht wurde mit Elektronenstrahllitho-
graphie strukturiert und die Strukturen mit Hilfe von reaktivem Ionenédtzen auf den Niob-
Film iibertragen. Die Niob-Briicken hatten Breiten von etwa 50 nm und die SQUID-L&cher
Flichen von etwa 200 x 200 nm? (,Nano-SQUIDs", siche Abb. . Die Goldschicht diente
in dem verwendeten Prozess als Herstellungsmaske und als Schutzschicht fiir den Niob-Film
sowie zugleich als Shuntwiderstand und als Warmesenke fiir den Betrieb der SQUIDs. Um
die Strom-Phasen-Beziehungen moglichst sinusférmig zu machen, wurden die Briicken sehr
kurz dimensioniert. Ohne den Shuntwiderstand waren die Strom-Phasen-Beziehungen der
SQUIDs hysteretisch, mit der Goldschicht als Shuntwiderstand konnten nicht-hysteretische
Strom-Spannungs-Kennlinien erzeugt werden. Da die Modulation des kritischen Stromes der
SQUIDs durch ein duferes Magnetfeld vergleichsweise schwach ausfiel und nicht-sinusférmige
Strom-Phasen-Beziehungen der Mikrobriicken als Ursache vermutet wurden, wurden die
Briicken durch erneutes reaktives Ionenétzen weiter verschmélert. Die schmaleren Briicken
sollten durch eine schwéchere Kopplung eine bessere Anndherung an sinusférmige Strom-
Phasen-Beziehungen liefern. Die Modulation des kritischen Stromes durch ein dufleres Ma-
gnetfeld konnte durch diese Nachbearbeitung tatséchlich verstérkt werden.

Von V. L. Shnyrkov und S. I. Melnik wurde vorgeschlagen, einen makroskopischen su-
praleitenden Ring mit einem ScS-Josephson-Kontakt als hochempfindliches Magnetometer
zu verwenden [20]. Das Funktionsprinzip beruht dabei auf der nichtlinearen Modulation des
Kreisstromes bei einem magnetischen Fluss durch den Ring nahe einem halben Flussquant.
Im sauberen Grenzfall (clean limit) und bei tiefen Temperaturen hat der ScS-Josephson-
Kontakt gegeniiber einem Tunnelkontakt aufgrund der nicht-sinusférmigen Strom-Phasen-
Beziehung und des héheren kritischen Stromes Vorteile in Bezug auf den energetischen Ab-
stand von Grundzustand zu erstem angeregtem Zustand, wenn die sonstigen Parameter in
beiden Fallen als identisch angenommen werden. Dadurch kann im Fall des ScS-Josephson-
Kontaktes der makroskopische supraleitende Ring eine geringere Induktivitdt aufweisen,
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FIG. 1. The scanning electron micrographs of a Au-shunted Nb dc SQUID 0 , a
(left-hand side, scale bar=1 wm) and its nanojunctions and hole (right-hand 0 2 5 é 8
side, scale bar=100 nm). The device has a top layer of Au and a bottom temperature (K)
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Abbildung 2.1: Raster-Elektronenmikroskopische Aufnahme eines der von Lam et al. her-
gestellten ,Nano-SQUIDs* in (a) sowie die kritischen Strome zweier exemplarischer Mikro-
briicken in Abhéngigkeit der Temperatur in (b). Die beiden Mikrobriicken, deren kritische
Strome in (b) dargestellt sind (sample 1 und 2), sind in (¢) und (d) abgebildet. Abbildungen
(a) und (b) sind entnommen aus [19]; (c) und (d) wurden freundlicherweise von S. K. H. Lam
(CSIRO, Australien) zur Verfiigung gestellt.

ohne dass die Nichtlinearitdt der Modulation des Kreisstromes verloren geht.

A. G. P. Troeman et al. haben mit fokussierten Ionenstrahlen Nano-SQUIDs basierend
auf Niob-Mikrobriicken hergestellt [21]. Bei einer Halbwertsbreite des Ionenstrahls von 50 nm
konnten Mikrobriicken mit 80 nm Breite und 150 nm Lénge in einem 50 nm dicken Niob-
Film strukturiert werden, indem der Ionenstrahl iiberlappend auf beiden Seiten der Mi-
krobriicke eingesetzt wurde. Die hergestellten Nano-SQUIDs wiesen eine effektive Fliche
von mindestens 3.6 - 10~2 um?, kritische Stréme von 4 — 25 A und Flussempfindlichkeiten
von 40 — 200 uV/®q auf. A. G. P. Troeman et al. haben die beschriebenen Nano-SQUIDs
verwendet, um direkt die Temperaturabhéngigkeit der Strom-Phasen-Beziehungen von Niob-
Mikrobriicken zu vermessen [22]. Als weiteren moglichen Einsatzbereich der Nano-SQUIDs
nennen Troeman et al. Raster-SQUID-Mikroskopie und die Untersuchung von magnetischen
Nanopartikeln.

U. Biittner et al. haben ausgehend von diinnen Filmen des Hochtemperatursupraleiters
YBayCusOr_, mit Hilfe eines Laseritzprozesses Mikrobriicken strukturiert, die Léngen im
Bereich einiger Mikrometer und Breiten von etwa 1 pum aufweisen [23]. Der Laserdtzprozess
liefs eine definierte Strukturierung mit Auflésungen unter einem Mikrometer zu, wobei aller-
dings unklar blieb, welche Verénderungen der YBCO-Film durch die starke lokale Erhitzung
wihrend des Atzprozesses erfuhr. Insbesondere blieb unklar, welche effektive Breite der su-
praleitende Film im Bereich der Mikrobriicke aufwies oder ob die Mikrobriicken gar komplett
normalleitend wurden. Der Josephson-Effekt konnte an den Strukturen nachgewiesen wer-
den, wobei die Mikrobriicken mit unterschiedlicher Breite allerdings sehr unterschiedliche
Abhéngigkeiten des kritischen Stromes von der Temperatur aufwiesen.
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Abbildung 2.2: Raster-Elektronenmikroskopische Aufnahme einer der von Kajino et al. her-
gestellten YBCO-, Nanobriicken*. Die Breite der Briicke wird mit 30 nm angegeben. Abbil-
dung entnommen aus [26].

Mit einem Rasterkraftmikroskop haben A. A. O. Elkaseh et al. in einem YBasCuzO7_ -
Film Mikrobriicken strukturiert [24]. Das Rasterkraftmikroskop, ausgestattet mit einer Dia~
mantspitze, wurde hier verwendet, indem im Kontaktmodus Rillen in das Material geritzt
wurden. Die resultierenden Mikrobriicken hatten Langen und Breiten im Bereich einiger hun-
dert Nanometer. Eine Charakterisierung der Josephson-Kontakte iiber ihre supraleitenden
Eigenschaften steht allerdings noch aus.

Von L. Hao et al. wurden Nano-SQUIDs hergestellt, die auf Niob-Diinnfilmen mit
Wolfram-Deckschichten basieren und mit optischer Lithographie und Ionenétzen sowie fo-
kussierten Ionenstrahlen strukturiert wurden [25]. Die Josephson-Kontakte sind bei den her-
gestellten SQUIDs durch Mikrobriicken realisiert, die typischerweise eine Lénge von 80 nm
sowie eine Breite von 65nm aufweisen. Die SQUID-Schleifen haben dabei typischerweise
einen Durchmesser von etwa 370nm und sind dadurch fiir hochempfindliche Messungen
des magnetischen Flusses geeignet. Bei den beschriebenen SQUIDs diente die Wolfram-
Deckschicht, dhnlich wie die Goldschicht bei Lam et al. [19], gleichzeitig als Schutzschicht
bei der Herstellung sowie als Shuntwiderstand und Wérmesenke im Betrieb. Das Rauschen
der fabrizierten SQUIDs ist dufserst gering und die Strom-Spannungs-Kennlinien sind hys-
teresefrei, was von den Autoren auf die geringen Kapazititen der Josephson-Kontakte sowie
die geringe Induktivitdt der SQUID-Schleifen zuriickgefithrt wird.

Mit Hilfe eines kombinierten Prozesses basierend auf Elektronenstrahllithographie und
Ionenédtzen mit Argon-Ionen haben K. Kajino et al. YBCO-Mikrobriicken mit Breiten bis
zu minimal 30 nm hergestellt (,Nanobriicken* [26], siche Abb. [2.2). Um Oberflichenschédi-
gungen durch den Atzprozess auszuheilen, wurde als weiterer Prozessierungsschritt nach der
Strukturierung ein ultradiinner YBCO-Film auf der Probe aufgebracht. Dieser ultradiinne
Film ist auf dem MgO-Substrat isolierend, wihrend er auf dem YBCO-Film, der die Briicke
bildet, supraleitend wird. Durch diese erneute YBCO-Deposition nach der Strukturierung
konnte der kritische Strom der Briicken um zwei Gréfsenordnungen erhéht werden. Die her-
gestellten YBCO-,Nanobriicken“ sollen in Zukunft verwendet werden, um optische Signale
in rapid single flur quantum-Schaltkreise (RSFQ, [27]) einzukoppeln.

Zusammenfassend lasst sich sagen, dass verschiedene rasternde sowie lithographische Ver-
fahren entwickelt wurden, mit denen sich supraleitende Filme mit ausreichend hoher Auf-
16sung strukturieren lassen, um sowohl mit konventionellen als auch mit Hochtemperatur-
supraleitern geometrische Josephson-Kontakte herzustellen. Insbesondere Elektronenstrahl-
lithographie und fokussierte Ionenstrahlen stellen Werkzeuge dar, bei denen zu erwarten
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ist, dass sie in Zukunft erlauben werden, supraleitende Filme mit noch hoherer Auflésung
zu strukturieren. Diese technologischen Moglichkeiten sowie ihre speziellen Eigenschaften
machen geometrische Josephson-Kontakte zu interessanten Grundelementen fiir zukiinfti-
ge supraleitende Detektoren und supraleitende Elektronik und lassen auf breite technische
Anwendungen hoffen.

2.3 Theoretische Modelle fiir Geometrische Josephson-
Kontakte

In diesem Abschnitt werden die Resultate der wichtigsten theoretischen Modelle zur Be-
schreibung geometrischer Josephson-Kontakte zusammengestellt. Zudem wird die Arbeit
von L. G. Aslamazov und A. I. Larkin aus dem Jahr 1969 rekapituliert, in der erstmals theo-
retisch beschrieben wurde, dass ein supraleitender Punktkontakt die Eigenschaften eines
Tunnel-Josephson-Kontaktes zeigen kann. Des Weiteren wird das Verhalten des kritischen
Stromes eines Tunnelkontaktes nach V. Ambegaokar und A. Baratoff als bekanntes Referen-
zergebnis angegeben. Die Ergebnisse der vorgestellten Modelle werden im Folgenden dazu
dienen, die Ergebnisse der in dieser Arbeit vorgestellten selbstkonsistenten Losungen mikro-
skopischer Theorie in Grenzfillen zu verifizieren und die Korrekturen zu den existierenden
Modellen durch die selbstkonsistente mikroskopische Beschreibung zu identifizieren.

Bei der theoretischen Beschreibung geometrischer Josephson-Kontakte gibt es mehrere
Punkte, die genauer Betrachtung bediirfen. Diese folgen direkt aus der Tatsache, dass ein
derartiger Josephson-Kontakt aus einem durchgéngigen supraleitenden Material besteht. Da
keine Separation zwischen Josephson-Kontakt und Elektroden durch einen Ubergang zu ei-
nem anderen Material vorhanden ist, findet eine starke Beeinflussung der Elektroden durch
den Kontakt und anders herum statt. Bei einer detaillierten Untersuchung muss die Um-
gebung der Engstelle mit in Betracht gezogen werden, um die wechselseitige Beeinflussung
von Elektroden und Kontakt korrekt zu beriicksichtigen. Die wechselseitige Beeinflussung
von Elektroden und Kontakt wirft des Weiteren die Frage auf, zwischen welchen Punkten
die eichinvariante Phasendifferenz v gemessen werden muss bzw. welchen Einfluss die Wahl
dieser Punkte auf die resultierenden Strom-Phasen-Beziehungen und insbesondere auf den
kritischen Strom hat. Auf die Beriicksichtigung dieser Punkte in den im Folgenden beschrie-
benen theoretischen Modellen wird jeweils kurz eingegangen.

2.3.1 Zum Vergleich: Tunnelkontakt nach Ambegaokar und
Baratoff

Ein Jahr nach der Veroffentlichung der Vorhersage des Josephson-Effektes durch B. D. Jo-
sephson haben V. Ambegaokar und A. Baratoff den kritischen Strom eines Tunnelkontaktes
in Abhéngigkeit der Temperatur berechnet [28].

Den Ausgangspunkt bildet der folgende Hamilton-Operator:

H = H, +Hp+V (2.15)

Hierbei sind Hy, und Hg die Vielteilchen-Hamiltonoperatoren fiir die Supraleiter links und
rechts der Tunnelbarriere und V koppelt die beiden:

T %
V = Z (quckadqa + qudgacka) (216)
k,q,a

Die Operatoren cx, und dqge sind Ein-Teilchen-Vernichtungsoperatoren fiir die linke bzw. die
rechte Seite, o ist der Spin-Index und Tkq sind die Tunnel-Matrixelemente. Der Operator V/
beschreibt also Prozesse, bei denen Ein-Teilchen-Zustdnde mit gleichem Impuls k und Spin
« auf der einen Seite der Tunnelbarriere vernichtet und simultan auf der anderen erzeugt,
also iiber den Kontakt transferiert werden.
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Abbildung 2.3: Modell einer Mikrobriicke bestehend aus einer kreisférmigen Blende, ent-
nommen aus [35].

Unter Verwendung mikroskopischer Theorie konnte als Hauptergebnis die Temperatu-
rabhéngigkeit des Produktes aus kritischem Strom I. und Widerstand im Normalzustand
Ry = 27h/(Se?T?) angegeben werden, wobei S die Kontaktfliche und T2 das iiber die
Fermi-Fléche integrierte und als energieunabhéingig angenommene Tunnel-Matrixelement
ist:

1
V(2 + AL(D)) (€2 + AR(T))

1 =
ICRN = EAL(T)AR(T)’/T]CBT Z

n=—oo

Hierbei sind €, = (2n + 1)7kpT die fermionischen Matsubara-Frequenzen und A (7T') bzw.
AR (T) die temperaturabhéngigen Energieliicken der beiden Supraleiter. Fiir einen symme-
trischen Kontakt mit Ar(T) = Ag(T) = A(T) ergibt sich folgendes Resultat:

I.RNy = %(eT) tanh (;(BT%) (2.17)

Nahe der kritischen Temperatur folgt daraus unter Verwendung des BCS-Resultates fiir die
Temperaturabhéngigkeit der Energieliicke A(T') eine einfache lineare Abhéngigkeit:

2.347T'k‘3

iy =
e

) (T, —T) ~ (T.—T) x 635 % (2.18)

Die Steigung dieser linearen Ndherung nahe der kritischen Temperatur héngt nur von Na-
turkonstanten ab. Da diese lineare Niaherung einen weiten Giiltigkeitsbereich hat und viele
Arten von Josephson-Kontakten unabhéngig von den Details der verwendeten Materialien
und der konkreten Ausfithrung diesem Verhalten folgen, stellt dies ein wichtiges Ergebnis
mit allgemeiner Relevanz dar.

2.3.2 Punktkontakt nach Aslamazov und Larkin

Von L. G. Aslamazov und A. I. Larkin wurde 1969 erstmals theoretisch beschrieben, dass
ein supraleitender Punktkontakt das Verhalten eines Josephson-Kontaktes zeigen kann, wenn
seine Ausdehnung verglichen mit der Kohérenzlinge £ sowie der magnetischen Eindringtie-
fe Az, des Materials klein ist [29]. Die theoretischen Uberlegungen wurden stimuliert durch
Mikrowellen-Emissions- und Absorptionsexperimente an supraleitenden Punktkontakten, die
zuvor von A. H. Dayem et al. [30], J. E. Zimmerman et al. [31,32] und I. Ya. Krasnopolin et
al. [33] publiziert worden waren. Sowohl die Absorption als auch die Emission von Mikrowel-
lenstrahlung mit Frequenzen, die ganzzahligen und fraktionalen Shapiro-Stufen entsprechen,
konnte bei diesen Experimenten nachgewiesen werden.
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Da die Ausdehnung des Punktkontaktes als klein gegeniiber der magnetischen Eindring-
tiefe angenommen wird, kénnen die Magnetfelder, die durch die fliefenden Stréme hervor-
gerufen werden, vernachléssigt werden. Die wesentliche Feststellung von Aslamazov und
Larkin besteht darin, dass der Ordnungsparameter der Ginzburg-Landau-Theorie ¢ (r), der
im Allgemeinen durch die Ginzburg-Landau-Gleichung

X 2
av(e) + BP0 + 5o (59 - SAW) v = 0 (2.19)
m* \ ¢ c

mit geeigneten Randbedingungen festgelegt wird, in der direkten Umgebung des Kontaktes
in einem raumlich eng begrenzten Gebiet stark variiert. Wenn die Lange des Punktkontaktes
durch L gegeben ist (mit L < &), so dominiert der Gradiententerm, da dieser von der Gro-
fenordnung (£/L)? und damit wesentlich grofer als die anderen beiden Terme ist. Folglich
vereinfacht sich die Ginzburg-Landau-Gleichung (2.19) in der Umgebung des Punktkontak-
tes zu einer Laplace-Gleichung fiir den Ordnungsparameter:

Ap(r) = 0 (2.20)

Die Randbedingungen an den Oberflichen der Geometrie, die zur eindeutigen Bestimmung
des Ordnungsparameters gefordert werden miissen, sind durch 9¢/9n = 0 gegeben, wobei 11
die Normale der Oberflichen der Geometrie bezeichnet. Fordert man als weitere Bedingung,
dass der Ordnungsparameter links bzw. rechts des Kontaktes in den ausgedehnten Supra-
leitern, die die Elektroden darstellen, die Werte 11 g = [thoo (T)|€!*L:® annimmt, so wird
Gleichung im Bereich des Kontaktes durch

U(r) = oo (D) [f(r)e’ + (1 f(r)) "] (2.21)

gelost, wobei die Funktion f(r) eine Losung der Laplace-Gleichung ist, die die Rand-
bedingung 9y /0n = 0 erfiillt und ausgehend vom Kontakt in Richtung der linken Elektrode
asymptotisch den Wert 1 annimmt, in Richtung der rechten Elektrode aber asymptotisch
verschwindet.

Durch die Auswertung der Stromgleichung der Ginzburg-Landau-Theorie

*h *2
= 5 (W OVE) — eV () - ' ()U(r)A) (2.22)
folgt mit Gleichung die Stromdichte im Punktkontakt:
*h
§ = (TP (VF(2)sin (68 — 61) (2:23)

Die kritische Stromdichte ist somit gegeben durch j. = e*h|to (T)|? (Vf(r)) /m* und hiingt
iber den Gradienten der Funktion f(r) von der genauen Geometrie des Punktkontaktes ab.
Es gilt j.  [1hoo(T)|? x A%(T), genau wie fiir den kritische Strom des Tunnelkontaktes in
Gleichung nahe der kritischen Temperatur 7.

Bei Verwendung des Ohmschen Gesetzes gilt fiir den Gesamtstrom iiber den Kontakt

I = v + I.sin (pr — ¢r1.) (2.24)
Ry

wobei der Widerstand im Normalzustand Ry und der kritische Strom I. von der genauen
Geometrie abhéngen. Dieses Ergebnis liefert den Gesamtstrom iiber den Kontakt als die
Summe des normalleitenden Stromes sowie des supraleitenden Beitrages. Der Beitrag des
Suprastromes entspricht der Strom-Phasen-Beziehung des Josephson-Effektes im Fall des

Tunnelkontaktes, Gleichung .
Mit dieser Betrachtung im Rahmen der Ginzburg-Landau-Theorie, deren Giiltigkeit auf
die Umgebung der kritischen Temperatur beschrankt ist, konnten Aslamazov und Larkin zei-
gen, dass ein supraleitender Punktkontakt tatséchlich Josephson-Effekte zeigt, sofern seine
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Abbildung 2.4: (a) Strom-Phasen-Beziehung einer Mikrobriicke im sauberen Grenzfall nach
Gleichung fir die Temperaturen T = 0.017,, 0.1T,, 0.27T,, ..., 0.8T,., 0.9T,, 0.99T,
(farblich abgestuft von blau=,kalt* nach rot=,warm®). (b) Kritischer Strom einer Mikro-
briicke, definiert als das Maximum der Strom-Phasen-Bezichung. Zum Vergleich sind die
Ergebnisse fiir den Tunnelkontakt nach Ambegaokar und Baratoff, Gleichung , eben-
falls dargestellt. Es ist Iy = 7A(T = 0)/(2eRn).

Ausdehnung klein ist gegeniiber der Kohérenzlange £ sowie der magnetischen Eindringtie-
fe Ap. Gleichung besitzt Losungen, die die Emission sowie die Absorption von Mi-
krowellenstrahlung erlauben, und somit konnten die erwdhnten Mikrowellenexperimente an
supraleitenden Punktkontakten im Sinne des Josephson-Effektes verstanden werden.

2.3.3 Mikrobriicke nach Kulik und Omelyanchouk

Die Eigenschaften eines geometrischen Josephson-Kontaktes in der Form einer Mikrobriicke
im sauberen Grenzfall wurden von I. O. Kulik und A. N. Omelyanchouk untersucht 34, 35].
Als Modell diente fiir diese Untersuchung eine Geometrie, die aus zwei supraleitenden Halb-
rdumen besteht, die in einem kreisférmigen Bereich mit der Fliche S = ma? verbunden sein
sollen (superconductor-orifice-superconductor bzw. S-O-S, siehe Abb. . Fiir den Radius
a soll gelten, dass a < & und a < [, wobei & die Kohéarenzlinge und [ die mittlere freie
Weglénge bezeichnet. Zur Berechnung des Verhaltens dieser Geometrie wurde mikrosko-
pische Theorie in Form der Eilenberger-Gleichungen verwendet, die auch im Rahmen der
vorliegenden Arbeit gelost werden.
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Abbildung 2.5: Modell einer Mikrobriicke der Linge L und der Breite d zwischen zwei aus-
gedehnten Supraleitern S7 und Sy (entnommen aus [36]).

Vernachlissigt man, abgesehen vom Phasensprung A¢ iiber den Kontakt, die rdumli-
che Variation des Paarpotentials in der Umgebung der Kontaktflache, so lassen sich die
sogenannten quasiklassischen Propagatoren der Eilenberger-Theorie fiir die beiden Halb-
rdume getrennt analytisch angeben. Mit diesen folgt als Ergebnis fiir den Gesamtstrom
I = jS = jma® durch die Offnung als Funktion der Phasendifferenz A¢

cos (&2
I(A¢) = ﬂeABf;) sin (Af) tanh A(T)2kBT(2) (2.25)

Der Widerstand im Normalzustand Ry ist hierbei gegeben durch

1 1,5
R 25’6 vpN(0) (2.26)
wobei N(0) = mpr/(2wh)? die Zustandsdichte auf der Fermi-Fliche bezeichnet. Diese Dar-
stellung des Widerstandes Ry ist aus Referenz [36] entnommen.

Die Temperaturabhingigkeit des kritischen Stromes, der definiert ist als das Maximum
der Strom-Phasen-Bezichung ([2.25)), féllt nahe der kritischen Temperatur 7, mit dem in Ab-
schnitt[2.3.T|beschriebenen Resultat fiir einen Tunnelkontakt nach Ambegaokar und Baratoff
zusammen (siehe Abb. . Bei tiefen Temperaturen steigt der kritische Strom allerdings
stiarker an und der Wert fiir T — 0 ist gerade doppelt so groft wie im Fall des Tunnelkon-
taktes. Das Ergebnis wird im Rahmen der in dieser Arbeit vorgestellten selbstkonsis-
tenten Losungen der mikroskopischen Eilenberger-Theorie, die eine Variation des komplexen
Paarpotentials in der Umgebung der Mikrobriicke berticksichtigen, im Grenzfall einer ver-
schwindend kleinen Kontaktfliche S reproduziert und dient als Referenz zur Verifikation der
Ergebnisse.

2.3.4 Ballistische Mikrobriicke nach Zareyan, Kolesnichenko und
Omelyanchouk

Von M. Zareyan, Yu. A. Kolesnichenko und A. N. Omelyanchouk wurde der Strom-
transport durch einen ballistischen supraleitenden Mikrokanal als Modellsystem fiir einen
Mikrobriicken-Josephson-Kontakt untersucht [36]. Mit Hilfe der in Abbildung wiederge-
gebenen Modellgeometrie wurde dabei insbesondere der Einfluss der Lange des Kanals auf
den kritischen Strom beriicksichtigt.

Zur theoretischen Beschreibung der Modellgeometrie wurden die mikroskopischen
Eilenberger-Gleichungen verwendet. Dies ist angebracht, da die Abmessungen der Geometrie
groft sind verglichen mit der Fermi-Wellenldnge Ar. Wird die Breite des Kanals d zusétzlich
als klein verglichen mit der Kohérenzlinge £y und die Lange des Kanals L als grofs verglichen
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Abbildung 2.6: Abhéngigkeit des kritischen Stroms I. von der Lénge der Mikrobriicke L im
Temperaturbereich nahe der kritischen Temperatur T,, entnommen aus [36].

mit d angenommen (d < &y, L > d), so hingt das Problem nur noch von der z-Koordinate
ab. Als Randbedingung bei z = £L/2 zur eindeutigen Bestimmung des quasiklassischen
Propagators G(w,pr,z, 2) konnen nun die bulk—LésungeIﬂ fiir die Supraleiter S; und Ss
mit einer Phasendifferenz von A¢ eingesetzt werden. Um mit diesen Randbedingungen ei-
ne selbstkonsistente Losung fiir den quasiklassischen Propagator im Kanal zu bestimmen,
muss die Gap-Gleichung gelst werden. Im vorliegenden Fall fiihrt dies auf eine geschlossene
Integralgleichung fiir das Paarpotential A(r,T'), die nahe der kritischen Temperatur 7, ana-
lytisch gelost werden kann. Mit der so erhaltenen selbstkonsistenten Losung fiir A(r, T') kann
die Stromgleichung der mikroskopischen Eilenberger-Theorie gelost werden, um den Strom
durch den Mikrokanal in Abhéngigkeit der Phasendifferenz A¢ zu berechnen. Schliefslich
gibt es nahe der kritischen Temperatur 7. vier Bereiche der Lange L, fiir die die Losung
getrennt untersucht werden kann.

1. Mikrobriicke mit verschwindender Linge, L = 0:
Fiir den kritischen Strom, definiert als das Maximum der Strom-Phasen-Beziehung,
folgt:

TA%(T)
46fhvk31}

Dieses Ergebnis fallt nahe T, mit dem Ergebnis fiir die Mikrobriicke in der Form einer
lochférmigen Blende, Gleichung (2.25), zusammen.

Iy = (2.27)

2. Sehr kurze Mikrobriicken, L < ap (mit der Léngenskala ap ~ vp/wp und der
Debye-Frequenz wp):

(2.28)

8 kpT.L
TA hUF

I(L) = Iy (1—

Es existiert folglich ein Langenbereich L < ap, in dem der kritische Strom einer Mi-
krobriicke linear mit der Linge L abnimmt, wobei die Anderungsrate mit der Kopp-
lungskonstanten A zusammenhéngt. Die Langenskala ap ist charakterisiert durch die
Strecke, die ein Ladungstriager mit der Geschwindigkeit vp in der Flugzeit 1/wp zu-
riicklegt. In konventionellen Supraleitern gilt ap < &, wohingegen in Hochtempera-
tursupraleitern ap mit &, vergleichbar ist. Folglich ist in Hochtemperatursupraleitern
der kritische Strom von Kontakten der Lange L < ap abhéngig von der Kopplungs-
konstanten.

IDas Innere eines ausgedehnten Supraleiters wird im Folgenden abkiirzend mit bulk bezeichnet.
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3. Kurze Mikrobriicken, ap < L < &p:

L
I.(L) = I (1 — const — In EO) (2.29)
& L
4. Lange Mikrobriicken, L > &:
14 hvp
I.(L) = — I 2.
(D) = 55 S Do e (230)

Fiir groffe Langen des Mikrokanals fallt der kritische Strom proportional zu 1/L ab.

Die verschiedenen Lingenbereiche sind in Abbildung [2:6] skizziert.

Da als Randbedingung gefordert wird, dass der quasiklassische Propagator G(w, pr, ., )
bei z = £L/2 mit der bulk-Losung iibereinstimmt, wird in dem hier untersuchten Modell die
Phasendifferenz A¢ zwischen den Punkten z = +1/2 gemessen. Der Ubergang vom Kanal
zu den ausgedehnten supraleitenden Elektroden und ihre wechselseitige Beeinflussung wird
in diesem Modell folglich nicht beriicksichtigt.

2.4 m-Josephson-Kontakte

Die Moglichkeit einer Strom-Phasen-Beziehung eines Josephson-Kontaktes der Form I =
I.sin (v + 7) wurde erstmals 1977 von L. N. Bulaevskii, V. V. Kuzii und A. A. Sobya-
nin bei Josephson-Kontakten mit magnetischen Storstellen erkannt [9] und damit der Be-
griff |, m-Josephson-Kontakt“ gepragt. In der selben Arbeit, in der auf die Moglichkeit ei-
nes m-Josephson-Kontaktes hingewiesen wurde, wurde auch die Moglichkeit eines spontanen
Kreisstromes in einem supraleitenden Ring mit einem w-Kontakt sowie das damit verbun-
dene Auftreten eines spontanen magnetischen Flusses beschrieben. Von A. I. Buzdin et al.
wurde 1982 berechnet, dass der kritische Strom eines Josephson-Kontaktes mit einer fer-
romagnetischen Tunnelbarriere (SFS-Kontakt) als Funktion der Austausch-Wechselwirkung
sowie als Funktion der Dicke der ferromagnetischen Schicht Oszillationen mit alternierenden
Bereichen positiven und negativen kritischen Stromes aufweisen kann [37].

Eine erste experimentelle Realisierung eines w-Josephson-Kontaktes in Form eines Tun-
nelkontaktes mit einer ferromagnetischen Zwischenschicht wurde 2001 von V. V. Ryazanov et
al. publiziert [38]. Dieses Thema wurde von verschiedenen Gruppen aufgegriffen und die er-
folgreiche Realisierung einer negativen m-Kopplung durch SFS-Kontakte sowie SFS-Kontakte
mit einer zusétzlichen nichtmagnetischen Tunnelbarriere (SIFS- und SIFIS-Kontakte) wur-
de mehrfach berichtet [39,40]. Dabei wurde sowohl die Enstehung spontaner Kreisstrome
in einem supraleitenden Ring mit einem 7m-Kontakt nachgewiesen [41] als auch das dyna-
mische Verhalten der Kontakte unter Mikrowelleneinstrahlung untersucht [42]. Auch die
Strom-Phasen-Beziehungen von ferromagnetischen w-Kontakten wurden vermessen, insbe-
sondere nahe des 0-m-Uberganges [43]. Durch eine stufenférmige Variation der Dicke der
ferromagnetischen Schicht innerhalb eines ausgedehnten Kontaktes konnten auch kombi-
nierte 0-r-Kontakte hergestellt werden, bei denen sich am Ubergang zwischen dem Bereich
mit 0-Kopplung und dem Bereich mit m-Kopplung spontan ein fraktionales Flussquant aus-
bildet [44]. Durch verbesserte Herstellungsverfahren konnten auch mehrfache Uberginge
zwischen dem 0- und dem w-Zustand bei einer Variation der Dicke der ferromagnetischen
Schicht beobachtet werden [45].

Eine zweite Realisierung von 7-Josephson-Kontakten basiert auf der Ausnutzung der d-
Wellen-Symmetrie der Hochtemperatur-Supraleiter aus der Klasse der Kuprate. Durch die
Kombination eines Hochtemperatur-Supraleiters (YBCO) mit einem konventionellen Su-
praleiter (Pb) wurde von D. A. Wollman et al. ein Quanteninterferometer hergestellt, das
sensitiv auf die relative Phase des Paarpotentials des Hochtemperatur-Supraleiters fiir ver-
schiedene Orientierungen ist (siehe Abb. . Damit konnte die Symmetrie der Paarungs-
wechselwirkung nachgewiesen und gleichzeitig ein 0-7-SQUID hergestellt werden [46].
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Abbildung 2.7: Links: Aufbau eines YBCO-Pb-SQUIDs zum Nachweis der d-Wellen-
Symmetrie des Hochtemperatur-Supraleiters YBCO. Rechts: Typische Modulation des kri-
tischen Stromes des SQUIDs in Abhéngigkeit des magnetischen Flusses fiir s- und d-Wellen-
Symmetrie. Im Fall der d-Wellen-Symmetrie ist die I.(®)-Kennlinie um ein halbes Flussquant
/2 verschoben. Abbildungen entnommen aus [46].

Die Herstellung von Josephson-Kontakten basierend auf Korngrenzen, die Bereiche von
diinnen Filmen eines Hochtemperatur-Supraleiters mit unterschiedlicher Kristallorientierung
verbinden, diente zunéchst ebenfalls dem experimentellen Nachweis der d-Wellen-Symmetrie
der Paarwechselwirkung in diesen Materialien [47], stellt aber gleichzeitig die Realisierung
von Josephson-Kontakten mit einer intrinsischen Phasendifferenz dar. Mit diesen phasensen-
sitiven Experimenten konnte die Frage nach der Symmetrie der Paarwechselwirkung in den
Hochtemperatur-Supraleitern aus der Klasse der Kuprate eindeutig geklart werden [48,49].

Korngrenzen-Josephson-Kontakte in Hochtemperatur-Supraleitern wurden im Folgenden
sowohl von theoretischer Seite als auch experimentell im Detail untersucht. Theoretische
Arbeiten zu diesem Thema sind unter anderem in den Referenzen [50-53] sowie in der
Uberblicksarbeit [54] zu finden. Experimentelle Arbeiten, speziell zu SQUIDs, die einen
m-Kontakt enthalten, sind unter anderem in den Referenzen [55-58] verdffentlicht. In den
Arbeiten [55,57] werden dabei die Strom-Phasen-Beziehungen der Korngrenzen-Josephson-
Kontakte experimentell erschlossen.

Eine dritte experimentelle Realisierung eines w-Josephson-Kontaktes wurde von

J. J. A. Baselmans et al. publiziert [59,60]. Der Josephson-Kontakt besteht dabei aus ei-
ner Supraleiter-Normalleiter-Supraleiter-Struktur mit einer modifizierten Energieverteilung
der stromtragenden Elektronen im Normalleiter. Mit Hilfe zweier zuséatzlicher Elektroden
wird dazu ein Kontrollstrom durch den Normalleiter geschickt. Sind die Abmessungen der
Struktur ausreichend klein, so wird die Energieverteilung der stromtragenden Elektronen im
Normalleiter durch die zusétzlichen Elektroden, die als Reservoirs dienen, modifiziert. Diese
verdnderte Energieverteilung beeinflusst die Besetzung der gebundenen Andreev-Zusténde,
die den Strom iiber den Josephson-Kontakt tragen. Durch die Variation des Kontrollstromes
kann so ein Ubergang zu einem 7-Kontakt erreicht werden.
In Referenz [61] wird die Struktur des Supraleiter-Normalleiter-Supraleiter-Kontaktes von
Baselmans et al. aufgegriffen und variiert, indem die zwei zusétzlichen Steuerelektroden
durch eine einzige ersetzt werden und der Kontrollstrom von dieser einen Steuerelektrode
direkt in einen der beiden Supraleiter injiziert wird. Auch mit dieser einfacheren Struktur mit
nur einer zusitzlichen Steuerelektrode konnte der Ubergang zu einem m-Kontakt realisiert
werden.
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Abbildung 2.8: Potentielle Energie U fiir drei unterschiedliche dec-SQUID-Konfigurationen.
Die Skizze sowie die Kurve A entsprechen einem Standard-dc-SQUID mit zwei normalen
Josephson-Kontakten. B reprisentiert ein de-SQUID mit einem zusétzlichen Bias-Strom, der
gerade einem halben Flussquant entspricht. C ist ein de-SQUID mit einem normalen und
einem 7-Josephson-Kontakt. Sowohl in Konfiguration B als auch in Konfiguration C bildet
sich ein entarteter Grundzustand aus, in B ist dazu allerdings ein zusétzlicher Bias-Strom
notwendig. Abbildungen entnommen aus [63].

Josephson-Kontakte mit einer intrinsischen Phasendifferenz erdffnen interessante Mog-
lichkeiten fiir supraleitende Elektronik, sowohl im Bereich der Grundlagenforschung als auch
fiir technische Anwendungen. Wird ein w-Josephson-Kontakt in eine geschlossene supralei-
tende Schleife integriert, so fliefst aufgrund der Kombination aus der intrinsischen Phasen-
differenz des Josephson-Kontaktes und der Stetigkeit der makroskopischen Wellenfunktion
im Grundzustand ein spontaner Kreisstrom, der gerade einem halben Flussquant ®y/2 ent-
spricht. Da fiir den spontanen Kreisstrom keine Vorzugsrichtung gegeben ist, kann dieser ent-
weder ein positives oder negatives Vorzeichen aufweisen und die beiden Zustdnde mit +®(/2
bilden einen entarteten Grundzustand. Dieser entartete Grundzustand kann zum Beispiel
als elementares Speicherelement verwendet werden, wobei die Orientierung des Stromes den
Zustand des Speichers reprisentiert.

Kombiniert man einen m-Josephson-Kontakt und einen normalen Josephson-Kontakt zu
einem dc-SQUID, so sind die Kennlinien fiir den kritischen Strom des SQUIDs in Abhéngig-
keit des Flusses ® durch das SQUID-Loch sowie fiir die de-Spannung, die tiber den SQUID
abfillt, also I.(®) und V.(P), gegeniiber einem Standard-SQUID (mit zwei normalen Kon-
takten) um ein halbes Flussquant ®y/2 verschoben. Ein derartiges 0-m-SQUID, bestehend
aus einem normalen und einem 7-Josephson-Kontakt, stellt somit ein komplementéres Ele-
ment zu einem 0-0-SQUID, bestehend aus zwei normalen Josephson-Kontakten, dar [62].

Kombiniert man 0-0-SQUIDs und die dazu komplementéren 0-7-SQUIDs, so sind viel-
faltige Verbesserungen supraleitender rapid single flux quantum-Schaltungen (RSFQ, [27])
moglich. Verwendet man beide Grundelemente, so sind Schaltungen mit komplementéren
logischen Blécken moglich, ohne dass dafiir Leitungen fiir zusétzliche Bias-Strome notwen-
dig wéren (siehe Abb. . Des Weiteren ldsst sich bei der gleichzeitigen Verwendung von
normalen und 7-Josephson-Kontakten fiir RSFQ-Schaltungen die Symmetrie der logischen
Blocke verbessern und breitere Toleranzbereiche sind mdoglich [63]. Schlieflich ldsst sich
durch die Verwendung von m-Josephson-Kontakten auch die Grofe der logischen Blocke der
RSFQ-Schaltungen signifikant verringern [64].



Kapitel 3

Mikroskopische Theorie
geometrischer Josephson-Kontakte

3.1 Modellgeometrie

In dieser Arbeit werden geometrische Josephson-Kontakte im Rahmen der mikroskopischen
Eilenberger-Theorie der Supraleitung anhand verschiedener zweidimensionaler Modellgeo-
metrieen untersucht. Der Schwerpunkt liegt dabei auf der selbstkonsistenten Berechnung
von Strom-Phasen-Beziehungen, die den Gleichstrom-Josephson-Effekt charakterisieren. Ei-
ne typische Modellgeometrie ist in Abbildung dargestellt. Anhand dieser Geometrie wer-
den in diesem Kapitel die relevanten Gleichungen, die zugehorigen Randbedingungen und
die Algorithmen zur Losung dieser Gleichungen sowie deren numerische Umsetzung vorge-
stellt. In den folgenden Kapiteln werden Engstellen unterschiedlicher Geometrie untersucht
und entsprechende Ergebnisse présentiert. Die theoretische Beschreibung ist jedoch von der
genauen Geometrie der Engstelle unabhéngig und wird deshalb in diesem Kapitel einheitlich
dargestellt.

Die verwendete Modellgeometrie besteht aus einem langen Streifen des supraleitenden
Materials der Breite W, die lokal durch eine Engstelle verringert ist. Diese Engstelle wird bei
geeigneter Wahl der geometrischen Parameter zu einem Josephson-Kontakt. Alle relevanten
Grofen werden fiir einen Abschnitt des Streifens der Lénge L berechnet (siche Abb. [3.1)).
Am linken und rechten Rand dieses Abschnittes wird die Phase des Paarpotentials durch
geeignete Randbedingungen auf die Werte ¢; bzw. ¢ gesetzt und es ergibt sich somit
eine Phasendifferenz von A¢ = ¢r — ¢, iiber die Engstelle. Der Anschluss an den Streifen
(Bereiche mit |z| > L/2) wird ebenso durch geeignete Randbedingungen realisiert. Diese
werden im Folgenden im Detail beschrieben.

L >

-~

Abbildung 3.1: Typische Modellgeometrie fiir einen geometrischen Josephson-Kontakt. Der
Josephson-Kontakt wird durch eine Engstelle gebildet, die in einen Kanal der Breite W
eingebettet ist.
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Im Rahmen dieser Arbeit wird unter anderem der Einfluss eines dufseren Magnetfeldes
auf das Verhalten eines geometrischen Josephson-Kontaktes untersucht. Da im Fall diinner
Filme externe Magnetfelder in der Regel senkrecht zur Filmebene orientiert werden, wird
auch in dieser Arbeit das externe Magnetfeld

By = Bgeé. (3.1)

als senkrecht zur zweidimensionalen Modellgeometrie orientiert angenommen.

Aufgrund der als zylindrisch angenommenen Fermi-Flache mit in €,-Richtung orientierter
Zylinderachse konnen die Berechnungen auf die xy-Ebene beschrankt werden. Die Ergeb-
nisse sind giiltig fiir supraleitende Filme beliebiger Dicke, wenn ein entsprechender Wert fiir
die Londonsche Eindringtiefe verwendet wird [65]. Die Ergebnisse dieser Arbeit beziehen
sich dann auf die Ebene in halber Hohe der Filmdicke in z-Richtung und alle auftretenden
Magnetfelder sind somit parallel zu €, orientiert.

3.2 Mikroskopische Eilenberger-Theorie

3.2.1 Gap- und Stromgleichung

Die mikroskopische Eilenberger-Theorie oder auch quasiklassische Theorie der Supraleitung
ist die geeignete Methode zur Berechnung der Eigenschaften supraleitender Systeme unter
Beriicksichtigung der Probengeometrie sowie von Storstellen. Die relevanten Léngenskalen,
fiir die eine Beschreibung im Rahmen der quasiklassischen Theorie moglich ist, sind die
Kohérenzldnge &y und die magnetische Eindringtiefe A;. Die quasiklassische Theorie ist
mikroskopisch begriindet und erlaubt die Beschreibung des supraleitenden Zustandes im
gesamten Temperaturbereich von 7" = 0 bis zur Sprungtemperatur 7,. Die Grundlage der
quasiklassischen Theorie bilden Gleichungen fiir die quasiklassischen Propagatoren, die von
G. Eilenberger [66] bzw. von A. I. Larkin und Y. N. Ovchinnikov [67] unabhingig hergelei-
tet wurden. Die wesentliche Voraussetzung bei der Herleitung dieser Gleichungen aus den
Gorkov-Gleichungen besteht darin, dass die charakteristischen Léngenskalen {; und Ay als
wesentlich grofser angenommen werden als die Wellenldnge der Elektronen an der Fermi-
Kante. Dies ist gerade die sogenannte quasiklassische Bedingung kr&y > 1. Die relevante
Grofe, die durch die so abgeleiteten Gleichungen festgelegt wird, ist der quasiklassische
Propagator:

. v _ [ glr,pr,ien)  f(r,pp,icn)
g(r7pF77,€n) - < f<r7p§‘,i5n) g(r,pi,i&"n) > (32)

Mit diesem Propagator konnen alle relevanten physikalischen Grofen, wie z. B. die Zustands-
dichte und die Stromverteilung berechnet werden. Die unter Annahme der quasiklassischen
Bedingung kr&y > 1 von Eilenberger gewonnenen Gleichungen fiir den quasiklassischen Pro-
pagator lauten im Fall eines Supraleiters im sauberen Grenzfall in Kommutatorschreibweise:

. . , _ icn + Svr - A(r) —A(r,pr) . _
—thvp vg(r7pFaZ€n) - |:( A"‘(r’ pF) —ig, — %VF A(I') ) g(rva7Z€n) B
(3.3)
Hierbei steht pr = hkp fiir einen Punkt auf der Fermi-Fldche, vg ist die Fermi-

Geschwindigkeit, A(r) bezeichnet das Vektorpotential und r bezeichnet einen Punkt im
Ortsraum. Die Grofen

en = (2n+ D)7kpT (3.4)

sind die fermionischen Matsubara-Frequenzen. Gleichung (3.3]) wird ergénzt durch folgende
Normierungsbedingung, die von allen physikalisch sinnvollen Losungen erfiillt werden muss:

g(r,pF,iEn) : g(rapFaiE’n) = _71-2 : i (35)
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Losungen fiir die Komponenten des quasiklassischen Propagators kénnen gefunden wer-
den, indem die Selbstkonsistenz-Gleichungen fiir das Paarpotential A(r, pr) und die Strom-
dichte j(r) gelost werden. Nimmt man eine Paarwechselwirkung der Form

V(ipr,pFr) = Vx(Pr)x(pF) (3.6)

mit einer Symmetriefunktion x(pr) an, so ldsst sich das Paarpotential A(r,pr) in einen
ortsabhéngigen komplexen Anteil A(r) und einen impulsabhéingigen Anteil x(pr) faktori-
sieren

A(r,pr) = Ar)x(pr) (3.7)

und die Selbstkonsistenz-Gleichungen lauten:

A(r) = VN©O)7ksT Y (x(pr) f(r,pr,icn))rs (3.8)
len|<we

j(r) = 2eNO)7ksT > (vrg(r,pr,icn))rs (3.9)
[en|<we

Hierbei bezeichnet N(0) die Zustandsdichte an der Fermi-Kante im Normalzustand. Diese
beiden Gleichungen, die oft Gap- und Stromgleichung genannt werden, stellen Stationari-
titsbedingungen fiir die Minimierung der Freien Energie beziiglich Af(r, pr) und A(r) dar
(siehe dazu auch Anhang|[C).

In der Gap- und der Stromgleichung ist mit (- - - ) pg die Mittelung iiber die Fermi-Flache
bezeichnet. Im Rahmen dieser Arbeit wird die Fermi-Fliche als zylindrisch angenommerﬂ
Da die Zylinderachse parallel zur z-Achse orientiert sein soll, kann die Fermi-Fléche in der xy-
Ebene allein durch den Winkel 6 parametrisiert werden, der beziiglich der z-Achse gemessen
wird. Da des Weiteren angenommen wird, dass der Betrag der Fermi-Geschwindigkeit vp =
|ve| auf der gesamten Fermi-Fliche konstant sein soll, kann die Fermi-Geschwindigkeit in
der Form

vrp = vp(Xcosf +ysind) (3.10)

geschrieben werden. Daraus folgt sofort, dass die Fermi-Geschwindigkeit stets parallel zum
Fermi-Wellenvektor kg orientiert ist:

vr(kr) || kr

Damit folgt fiir die Fermi-Flachen-Mittelung im Fall der zylindrischen Fermi-Fldache die
konkrete Darstellung (--- )y = 027r 0.

Die Komponenten des quasiklassischen Propagators f(r,pr,ie,) und g(r,pr,ic,) sind im
Allgemeinen Funktionen des Paarpotentials A(r, pr) und, {iber das Vektorpotential A(r),
auch Funktionen der Stromdichte j(r). Somit stellen die beiden Gleichungen und
gekoppelte Selbstkonsistenz-Gleichungen dar, die im Allgemeinen nicht analytisch gelost
werden koénnen.

Da es das Ziel der vorliegenden Arbeit ist, Josephson-Effekte in geometrischen Josephson-
Kontakten quantitativ zu untersuchen, ist es unumgénglich, das Paarpotential und die Stro-
me selbstkonsistent zu bestimmen. Dies bedeutet, dass die Gap- und die Stromgleichung
ohne die Verwendung approximativer Modelle gelost werden miissen. Selbstkonsistente Lo-
sungen enthalten lokale Modulationen der Amplitude des Paarpotentials und konnen somit
eine lokale Unterdriickung der Supraleitung beschreiben. Lokale Unterdriickung der Supra-
leitung ist aber gerade die wesentliche Ursache fiir das Auftreten des Josephson-Effektes.

IBetrachtet man sehr diinne Filme, so kann die Fermi-Fliche immer als niherungsweise zylindrisch an-
genommen werden. Fiir die in den Kapiteln [5] und [f] betrachteten d-Wellen-Supraleiter stellen die Kuprate
das wichtigste Modellsystem dar. Im Fall der Kuprate kann aufgrund des geschichteten Aufbaus der Kris-
tallstruktur in sehr guter Ndherung von einer zylindrischen Fermi-Fldche ausgegangen werden.
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Soweit dies moglich ist, werden die Ergebnisse der selbstkonsistenten Rechnungen in den
folgenden Kapiteln mit den Ergebnissen approximativer Modelle verglichen. Diese approxi-
mativen Modelle konnen in der Regel keine quantitativen Vorhersagen liefern, ermoglichen
aber zumindest eine teilweise analytische Untersuchung des Einflusses verschiedener Para-
meter. In diesem Kapitel wird das Vorgehen fiir die numerische Berechnung der selbstkonsis-
tenten Losungen beschrieben, wihrend die verschiedenen approximativen Modelle eingefiihrt
werden, wenn das jeweilige Modell zum Vergleich mit den selbstkonsistenten Ergebnissen
herangezogen wird.

3.2.2 Maxwell-Gleichungen und Vektorpotential

Um ein geschlossenes Gleichungssystem zu erhalten, miissen die Gap-Gleichung (3.8) und
die Stromgleichung (3.9)) durch die Maxwell-Gleichung

V x B(r) = %j(r) (3.11)

und die Definition des (magnetischen) Vektorpotentials
V x A(r) = B(r) (3.12)

vervollstdndigt werden. Diese beiden Gleichungen stellen die Verkniipfung zwischen der
Stromdichte j(r) und dem Vektorpotential A(r) her und fithren damit zu einer Kopplung der
Gap-Gleichung und der Stromgleichung. Gleichzeitig konnen iiber das Vektorpotential A (r)
dufsere Magnetfelder beriicksichtigt werden.

3.2.3 Riccati-Parametrisierung

Verwendet man die sogenannte Riccati-Parametrisierung, so kénnen die Komponenten des
quasiklassischen Propagators f(r,pr,ie,) und g(r,pr,ie,) durch zwei komplexe Grofen
a(s) und b(s) ausgedriickt werden, die als Riccati-Amplituden bezeichnet werden [68,69]:

f(r,pr,icy,) 1+2;z(8§)b(s) (3.13)
g(r,pr,icn) = 1;2828 (3.14)

Die Riccati-Amplituden a(s) und b(s) sind Losungen zweier Differentialgleichungen vom
Riccati-Typ:

hop Osa(s) + [28, + Al(x(s),pr) a(s)] a(s) — A(x(s),pr) = 0 (3.15)

hop Osb(s) — (28, + A(r(s), pr) b(s)] b(s) + AT(x(s),pr) = 0 (3.16)

Die Riccati-Differentialgleichungen miissen entlang von Trajektorien im Ortsraum r(s) gelost
werden, die parallel zur Fermi-Geschwindigkeit vy orientiert sind. Im Fall der zylindrischen

Fermi-Fldche (3.10) gilt
cos 0
r(s) =ro+s- ( sind ) (3.17)

wobei ry der Aufpunkt und s der Laufparameter der Trajektorie ist. Des Weiteren sind mit
&y die modifizierten Matsubara-Frequenzen bezeichnet, fiir die folgende Definition gilt:

iEn = ien + ZvF -A(r) (3.18)
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M7\

Abbildung 3.2: Einige exemplarische Trajektorien ausgehend von drei verschiedenen Auf-
punkten fiir die Modellgeometrie aus Abbildung

Um bei der Integration der Riccati-Gleichungen stabile Lésungen zu erhalten, muss die
Gleichung fiir a(s) entlang der Trajektorie in Richtung der Fermi-Geschwindigkeit vp(kg)
und die Gleichung fiir b(s) in der entgegengesetzten Richtung integriert werden. Als Start-
werte fiir die Integration kénnen die Losungen tief im Inneren des Supraleiters verwendet
werden, die durch Vernachlissigung der Gradiententerme gewonnen werden konnen. Fiir
en > 0 folgt:

_ A(—00)
") = o E AR (3.19)
b(4oc) = Af(+o0) (3.20)

En +VE2 + |A(+00)[?

Abgesehen vom linken und rechten Ende der Modellgeometrie aus Abbildung [3-1] stellen
alle Begrenzungen der Geometrie Oberflichen des supraleitenden Materials dar. Trifft eine
Trajektorie, die entsprechend Gleichung ausgehend von einem Aufpunkt rg im Inne-
ren des Supraleiters mit einem Winkel 6 startet, auf eine Oberfliche des Supraleiters, so
ist ihr weiterer Verlauf durch spiegelnde Randbedingungen festgelegt. Dies bedeutet, dass
die Trajektorie entsprechend der Regel Einfallswinkel = Ausfallswinkel fortgesetzt werden
muss. Da die Trajektorien formal bis s = £oo definiert sind, fithrt diese Konstruktionsvor-
schrift unter Umstédnden zu vielfachen Reflexionen der Trajektorien in der Geometrie. In
Abbildung sind fiir drei exemplarisch ausgewéhlte Aufpunkte die zentralen Abschnitte
einiger Trajektorien skizziert.

Entsprechend ihrer Konstruktionsvorschrift verhalten sich die Trajektorien in einer defi-
nierten Geometrie wie Lichtstrahlen der Strahlenoptik und zu ihrer Erzeugung muss ein
sogenanntes Raytracing-Verfahren implementiert werden. Die Riccati-Gleichungen
und miissen dann entlang der so konstruierten Trajektorien gelost werden. Eine Ober-
fliche des Supraleiters impliziert hierbei, dass die allgemeinen Randbedingungen fiir die
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Riccati-Amplituden, wie sie von A. Shelankov und M. Ozana [70] sowie M. Eschrig [71]
angegeben wurden, in einer sehr einfachen Form verwendet werden koénnen. Spiegelnde
Randbedingungen mit verschwindendem Transmissionskoeffizienten fithren dazu, dass die
Riccati-Amplituden wihrend einer Reflexion unveréndert erhalten bleiben und der End-
wert der Integration der Riccati-Gleichungen entlang eines Abschnittes einer Trajektorie
bis zum Erreichen einer Oberfliche gleichzeitig den Startwert fiir die Integration entlang
des néchsten Abschnittes der Trajektorie darstellt. Wenn fiir eine Reflexion der einlaufende
Fermi-Wellenvektor mit kz ;,, und der auslaufende Fermi-Wellenvektor mit kg o,,+ bezeichnet
wird, so gelten folglich folgende Stetigkeitsbedingungen fiir die Riccati-Amplituden:

a(kF,in) = a<kF7out) (321)
bkpin) = b(krout) (3.22)

Obwohl die Trajektorien formal bis s = 400 definiert sind, kann die Integration der
Riccati-Differentialgleichungen entlang der Trajektorien auf eine endliche Lénge beschrénkt
werden. Die Auswertung der Riccati-Differentialgleichungen auf der imagindren Achse an
den Punkten ig,, fiihrt zu einer schnell abklingenden Abhéngigkeit der Riccati-Amplituden
a(s) und b(s) von den Startwerten. Dieser Umstand erlaubt es, die Lange der Trajektorien
endlich zu wéhlen.

Mit Hilfe der Riccati-Parametrisierung lisst sich die Berechnung der Komponenten des
quasiklassischen Propagators f(r, pr,ic,) und g(r, pr, ic, ) auf die Losung gewohnlicher Dif-
ferentialgleichungen erster Ordnung in der Form eines Anfangswertproblems zuriickfiihren,
wobei die so konstruierten Lésungen automatisch die Normierungsbedingung erfiillen.

Es ist zu beachten, dass die Groke A(r,pr) = A(r)x(pr) mit A(r) = |A(r)| ™) in
den Riccati-Gleichungen das komplexe Paarpotential bezeichnet. Der Gradient der Phase
des Paarpotentials V(r) ergibt zusammen mit dem Vektorpotential A(r) die eichinvariante
suprafluide Geschwindigkeit v (r):

1

vilr) = 3 (thb(r) - fA@)) (3.23)

Im Folgenden wird das Verfahren angegeben, nach dem das Vektorpotential A(r) be-
rechnet wird. Die Verteilung der Phase des Paarpotentials ¢(r) folgt dann aus der Gap-
Gleichung 7 die, zusammen mit der Stromgleichung , die Freie Energie minimiert.
Folglich wird bei der Wahl der Art und Weise, auf die das Vektorpotential berechnet wird,
von der Eichfreiheit Gebrauch gemacht. Nachdem jedoch eine bestimmte Methode zur Be-
rechnung des Vektorpotentials A(r) festgelegt ist, folgt die Phase des Paarpotentials ¢(r)
eindeutig als Losung der Strom- und der Gap-Gleichung. Damit liegt eine spezielle Eichung
fest, bei der im Allgemeinen sowohl ein komplexes Paarpotential A(r, pr) als auch ein end-
liches Vektorpotential A(r) vorliegt.

In der gewahlten Eichung ist zu beachten, dass Strom-Phasen-Beziehungen durch die
eichinvariante Phasendifferenz ~ mit

2 R
Y= ¢2—¢1—£/L dl- A(r)
or [F

ausgedriickt werden miissen. Das Integral iiber das Vektorpotential ist dabei vom Integra-
tionspfad abhéngig und dieser muss geeignet gewéhlt werden. Fiir die Modellgeometrie ent-
sprechend Abbildungwird das Wegintegral auf der 2-Achse von x = —L/2 bisx = +L/2
ausgefiihrt. Anfangs- und Endpunkt dieses Integrationspfades entsprechen den Punkten,
zwischen denen die Phasendifferenz A¢ = ¢ — ¢ vorgegeben wird und der Integrationspfad
verlduft entlang der zentralen Symmetrieachse der Modellgeometrie.
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Das Integral iiber das Vektorpotential in Gleichung spielt im Folgenden nur bei
Betrachtungen eine Rolle, die Abschirmungseffekte und &ufiere Magnetfelder beriicksich-
tigen. Dies gilt fiir die Abschnitte und In allen anderen Féllen verschwindet das
Vektorpotential und es gilt v = A¢p = ¢ — ¢1.

3.2.4 Lokale Zustandsdichte

Waurde eine selbstkonsistente Konfiguration fiir das Paarpotential, die Stromdichte sowie das
Vektorpotential gefunden, so folgt die winkelgemittelte lokale Zustandsdichte fiir Quasiteil-
chenanregungen aus folgender Gleichung;:

N(r, E)

N(O) —(Im [g(r, pr,ic, — E +i6)]) ps (3.25)

In dieser Form ist die lokale Zustandsdichte bereits auf die Zustandsdichte im Normalzustand
N(0) normiert und die Energie E, die beziiglich der Fermi-Energie gemessen wird, folgt aus
einer analytischen Fortsetzung der Matsubara-Frequenzen. Fiir den Parameter § dieser ana-
lytischen Fortsetzung muss im Fall eines Supraleiters im sauberen Grenzfall im Prinzip der
Grenzwert § — 07 gebildet werden. Fiir kleine Werte von § lisst sich dieser Parameter aber
als Einfluss einer geringen Konzentration von Storstellen interpretieren und ¢ kann somit
klein, aber endlich gew#hlt werden. Ein endlicher Wert fiir den Parameter § der analytischen
Fortsetzung fiihrt bei der Integration der Riccati-Differentialgleichungen gleichzeitig zu ei-
ner abklingenden Abhéngigkeit der Riccati-Amplituden a(s) und b(s) von den Startwerten
und die Lange der Trajektorien kann auch bei der Berechnung der Zustandsdichte endlich
gewédhlt werden. In dieser Arbeit wird durchgehend ein Wert von 6 = 0.01 kg7, verwendet.

3.3 Losungsverfahren

3.3.1 [Iteratives Losungsschema

In diesem Abschnitt wird das Verfahren zur Berechnung selbstkonsistenter Losungen der
Eilenberger-Gleichungen beschrieben, das im Rahmen dieser Arbeit entwickelt wurde. Es
handelt sich hierbei um ein iteratives Losungsschema, das es ermdoglicht, fiir beliebige Geo-
metrier] selbstkonsistente Losungen fiir das Paarpotential A(r, pr), die Stromdichte j(r)
und das Vektorpotential A(r) zu berechnen. Die nach diesem Verfahren gewonnen Losun-
gen sind auch in Bezug auf die Kopplung durch die Maxwell-Gleichung exakt und
erlauben sowohl die Beriicksichtigung externer Magnetfelder als auch der Magnetfelder, die
durch die in der Geometrie fliefenden Strome hervorgerufen werden. Randbedingungen, die
die spezielle Geometrie beriicksichtigen, insbesondere fiir das Vektorpotential, werden bei
diesem Schema automatisch erfiillt und miissen nicht ,yon Hand"“ eingebaut werden, was ins-
besondere bei der Untersuchung komplexer Geometrien einen erheblichen Vorteil darstellt.
Sucht man Lésungen fiir die Gap-Gleichung und die Strom-Gleichung, so ist es nahe-
liegend, die beiden Gleichungen als Iterationsvorschriften zu verwenden, um eine Startkon-
figuration sukzessive zu verbessern. Um die Kopplung dieser beiden Gleichungen {iber das
Vektorpotential, das von den Strémen abhéngt, zu beriicksichtigen, muss in jeder Iteration
das Vektorpotential aus den Strémen berechnet werden. Diese iterative Prozedur muss so
lange wiederholt werden, bis eine selbstkonsistente Losung gefunden wurde.
Dieses bekannte Schema wurde in dieser Arbeit als Ausgangspunkt verwendet, um mit mog-
lichst geringen numerischen Kosten selbstkonsistente Konfigurationen zu finden, die den
gegebenen Randbedingungen gehorchen. Das resultierende iterative Losungsschema ist in
Abbildung [3:3] skizziert. In den folgenden Abschnitten werden die Details zu allen Zwischen-
schritten dieses Losungsschemas beschrieben.

2Die Geometrie muss auf ein endliches Raumgebiet beschrinkt sein; ist dies nicht der Fall, so muss durch
geeignete Randbedingungen dafiir gesorgt werden, dass Stromerhaltung gilt (siche Abschnitt [3.3.4)).
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Startkonfiguration:
A,(r,pp) = Ay(r,pg)
i@ = )
A, ) = Ay

Simultane Auswertung von
Gap- und Stromgleichung:

A,(rp;) }_) A, (rp.)

An (l‘) j,,+1(r)
J/ Iterationsschritt:
An(r’pF) = An+l (r’pF)
Berechnung des i@ = a0
Vektorpotentials: A = A, @)

jn+l (r) - A'n+l (r)

v

N
Ausnutzung der Eichfreiheit:
A’n+1 (r) - An+1(r)

Ve

Selbst-

konsistenz
?

nein

ja

Finale Konfiguration:
Ay(r,py) = A,,@x,pp)
o =
Ay(r) = A, (1)

J

Berechnung des
Magnetfeldes:

Ay() —> By(r)

Abbildung 3.3: Iteratives Losungsschema zur Berechnung selbstkonsistenter Losungen der
Eilenberger-Gleichungen. Eine gegebene Startkonfiguration fiir das Paarpotential A(r, pg),
die Stromdichte j(r) und das Vektorpotential A(r) wird durch wiederholte Auswertung der
Gap- und der Stromgleichung sowie die wiederholte Berechnung des Vektorpotentials so
lange iterativ verbessert, bis eine selbstkonsistente Losung gefunden ist.

Es sollte angemerkt werden, dass ein iteratives Vorgehen iiblicherweise stabile Losungen
liefert. Wie zum Beispiel in Referenz [72] bemerkt wurde, konnen instabile Losungen, die
Sattelpunkten der Freien Energie entsprechen, nur mit erheblich aufwéndigeren Methoden
berechnet werden. Da derartige Losungen instabil und deshalb nicht von Interesse sind,
bietet sich ein iteratives Vorgehen aufgrund der Nachvollziehbarkeit und Kontrollierbarkeit
an.
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3.3.2 Auswertung von Gap- und Stromgleichung

Zur Auswertung von Gap- und Stromgleichung miissen zunéchst die Riccati-Amplituden
a(s) und b(s) und aus diesen entsprechend Gleichungen und die quasiklassi-
schen Propagatoren f(r,pr,ic,) und g(r,pr,ic,) berechnet werden. Fiir diese muss dann
die Fermi-Flachen-Mittelung (---)y = f02 i % .-+ durchgefiihrt werden, was fiir jeden Auf-
punkt rg die Lésung von Riccati-Differentialgleichungen entlang einer grofsen Zahl von Tra-
jektorien mit verschiedenen Orientierungen v impliziert. Schlieflich miissen die iiber die
Fermi-Fliche gemittelten Funktionen f(r, pr,ic,) und vrg(r, pr,ic,) iber alle Matsubara-
Frequenzen |e,| < w. bis zur Abschneidefrequenz w,. summiert werden.

Bei der Summation iiber die Matsubara-Frequenzen konnen Symmetrieeigenschaften
des quasiklassischen Propagators ausgenutzt werden, um die Summe auf die positiven
Matsubara-Frequenzen 0 < ¢, < w,. zu beschrianken. Dies halbiert offensichtlich die nu-
merischen Kosten.

Nach Referenz [69] gilt fiir die Komponente f(r,pr,ie,) folgende Symmetrieeigenschaft:

f(I‘, —PrF, _i57L) = f(I‘, PF, ian) (326)

Da bei der Fermi-Flachen-Mittelung iiber alle Impulse pr integriert wird, erlaubt diese
Symmetrieeigenschaft in der Gap-Gleichung die Beschrdnkung der Summation auf positive

Matsubara-Frequenzen:
> 2 )

len|<we 0<en<we

Fiir die Komponente g(r,kp,ic,) gilt nach derselben Referenz

g(r,pr,icn) = g*(r,pr, —icy) (3.27)

Bei der Berechnung der Stromdichte mit der Stromgleichung ist nur der Realteil von
g(r,pr,ic,) relevant und somit reicht diese Symmetrieeigenschaft aus, um auch in der
Stromgleichung die Summe auf die positiven Matsubara-Frequenzen zu beschrénken.

Da fiir die Auswertung der rechten Seiten von Gap-Gleichung und Stromglei-
chung jeweils die Riccati-Amplituden a(s) und b(s) fiir die selben Parameter beno-
tigt werden, konnen die Gap- und die Stromgleichung simultan ausgewertet werden. Dies
bedeutet, dass die Riccati-Differentialgleichungen an jedem Aufpunkt rg fiir jede Kombina-
tion von Fermi-Geschwindigkeit vy und Matsubara-Frequenz ie,, nur einmalig ausgewertet
werden miissen, um beide Komponenten des quasiklassischen Propagators f(r, pr,ic,) und

9(r,pr,ic,) entsprechend Gleichungen (3.13]) und (3.14) zu konstruieren.

3.3.3 Berechnung des Vektorpotentials

Das gesamte Vektorpotential A(r), das in Gleichung definiert wurde, kann in zwei
Beitrige aufgeteilt werden. Der erste Beitrag Ao (r) reprisentiert externe Magnetfelder, wih-
rend der zweite Beitrag A.(r) durch die Stréme hervorgerufen wird, die in der untersuchten
Geometrie fliefien. Thre Summe ergibt das gesamte Vektorpotential A(r):

A(r) = Ao(r)+ A.(r) (3.28)

In Coulomb-Eichung, also mit V- A(r) = 0, folgt aus der Maxwell-Gleichung (3.11]) und
der Definition des Vektorpotentials (3.12)) fiir den Beitrag, der durch die Strome hervorge-

rufen wird:

—AA(r) = —j(r) (3.29)

Effektiv wird diese Poisson-Gleichung fiir das Vektorpotential A (r) in D = 2 Dimensionen
gelost, da die Strome translationsinvariant in z-Richtung sind und die z-Komponente j,(r)
aufgrund der zylindrischen Fermi-Fléche verschwindet. Zur Berechnung einer Losung fiir das
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Vektorpotential wird die Greensche Funktion Go(r,r’) des Laplace-Operators L2 = —A in
D = 2 Dimensionen Verwendeﬁ [74]:
4
Adr) = | a7 Golr,r) i)
¢ JFr

_ dm 2./ 1 / )
= C/Fdr ( 271_ln|r r|>_](r) (3.30)

Damit wird die Berechnung des Vektorpotentials auf eine Integration {iber alle in der zwei-
dimensionalen Geometrie F' fliefenden Strome zuriickgefiihrt, gewichtet mit der Greenschen
Funktion Ga(r,r’) = —In|r — r/|/(27). Randbedingungen fiir das Abklingen des Vektorpo-
tentials im freien Raum fiir groke Abstdnde |r — r/| — oo sind in der Greenschen Funkti-
on enthalten. Die korrekten Randbedingungen an den Oberflichen der untersuchten
Geometrie werden durch die Selbstkonsistenz-Gleichungen und garantiert; dies
wird in Abschnitt 3.4 im Detail diskutiert.

Nachdem das Vektorpotential durch Auswertung von Gleichung berechnet wur-
de, wird von der Eichfreiheit Gebrauch gemacht. Der Gradient der Phase des Paarpoten-
tials V¢(r) ruft zusammen mit dem gesamten Vektorpotential A(r) die in der Geometrie
flieflenden Strome hervor. Dies ist aus der Definition der (eichinvarianten) suprafluiden Ge-
schwindigkeit v, Gleichung , ersichtlich. Da die suprafluide Geschwindigkeit eine ei-
chinvariante Grofe ist, hangt folglich die endgiiltige Verteilung des Gradienten der Phase
V¢(r) von der Verteilung des Vektorpotentials A(r) ab, und anders herum. Um sowohl die
absoluten Werte des Phasengradienten als auch die des Vektorpotentials zu minimieren, ist
es deshalb niitzlich, den Beitrag zum Vektorpotential A.(r), nachdem dieser durch Auswer-
tung von Gleichung berechnet wurde, zu minimalen absoluten Werten zu verschieben.
Dies kann durch die Addition eines raumlich konstanten Vektors A, erreicht werden. Die
Addition eines konstanten Vektors verdndert weder das mit dem Vektorpotential verbundene
Magnetfeld B = V x A noch steht sie im Widerspruch zu der Poisson-Gleichung bzw.
der verwendeten Coulomb-Eichung und stellt somit eine erlaubte Operation dar.

Die Minimierung der absoluten Werte des Phasengradienten und des Vektorpotentials, die
mit dem beschriebenen Vorgehen erreicht wird, fiihrt zu einem robusteren Konvergenzver-
halten des iterativen Verfahrens zur Losung der Gap- und der Stromgleichung.

Um das gesamte Vektorpotential A (r) zu vervollstiandigen, fehlt noch der Beitrag Ay(r),
der das externe Magnetfeld reprasentiert. Wie in Abschnitt beschrieben, ist das externe
Magnetfeld Bg = Bpé, in €,-Richtung orientiert. Folglich kann es durch ein Vektorpotential
der Form Ay(r) = —Byyé, dargestellt werden. Diese Form des Vektorpotentials ist mit der
gewdhlten Coulomb-Eichung kompatibel und minimiert die absoluten Werte des Vektorpo-
tentials. Weiterhin ist sie derart gew#ihlt, dass die Orientierung des Vektorpotentials Ag(r)
der Orientierung der Abschirmstréme entspricht. Dadurch werden die resultierenden Phasen-
gradienten sowie die notwendige Anzahl der Iterationen des Verfahrens zur selbstkonsistenten
Losung der Gap- und der Strom-Gleichung minimiert.

3.3.4 Periodische Fortsetzung

Um die quasiklassischen Propagatoren fiir eine Geometrie entsprechend der in Abbildung[31]
skizzierten Modellgeometrie korrekt zu berechnen, miissen Randbedingungen beriicksichtigt
werden. Fiir die Begrenzungen der Geometrie, die Oberflichen des Supraleiters darstellen,
wurden diese bereits in Abschnitt beschrieben. Diese gelten jedoch nicht fiir den linken
und rechten Rand der Geometrie, bei = £L /2, also an den Anschliissen an den Streifen.
Ist die Lénge L des Abschnittes, fiir den die Gap- und die Stromgleichung gelést werden
sollen, ausreichend grof$, so ist zu erwarten, dass die Amplitude des Paarpotentials sowie die
Strome nahe der Anschliisse an den Streifen keine Variation in z-Richtung aufweisen. Den-
noch kann die Amplitude des Paarpotentials |A(r, pr)| gegeniiber dem bulk-Wert A, (T)

3Siehe z. B. Kapitel V in Referenz [73]; die Definition des Laplace-Operators mit dem negativen Vorzeichen
geschieht in Anlehnung an diese Referenz.
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Abbildung 3.4: Periodische Fortsetzung zur Gewéhrleistung korrekter Randbedingungen an
der linken bzw. rechten Begrenzung der Modellgeometrie aus Abbildung[3.1} Die periodischen
Wiederholungen der Geometrie sind mit n = 0,£1 4 2, ... nummeriert, wobei positive n die
Wiederholungen im Bereich positiver x-Werte und negative n die Wiederholungen im Bereich
negativer x-Werte bezeichnen. Zur stetigen Fortsetzung der Phase muss zu dieser im n-ten
Abschnitt der Wert n - A¢ addiert werden.

verringert sein. Eine Verringerung oder Unterdriickung der Amplitude des Paarpotentials
kann hervorgerufen werden durch den paarbrechenden Einfluss der Strome, die durch den
Kanal flieken, durch Magnetfelder und kann z. B. auch an einer geeignet orientierten Ober-
fliche eines Supraleiters mit d-Wellen-Symmetrie der Paarwechselwirkung auftreten. Um
derartige Einfliisse korrekt zu beriicksichtigen, miissen auch in dem langen Streifen, der die
Randbedingungen liefert, alle relevanten Gréfien exakt berechnet werden.

Gleiches wie fiir das Paarpotential gilt fiir die in dem langen Streifen fliefenden Strome.
Zur Auswertung von Gleichung muss iiber alle in der Geometrie fliefsenden Stréome
integriert werden, also auch iiber die in dem langen Streifen. Daher muss im Prinzip auch
die Stromdichte in dem langen Streifen exakt berechnet werden.

Die explizite Berechnung aller relevanten Grofen im Bereich |z| > L/2 eriibrigt sich,
wenn die Modellgeometrie aus Abbildung [3.1] entsprechend der Skizze in Abbildung [3.4
periodisch fortgesetzt wird. Die periodische Fortsetzung sorgt automatisch fiir die korrekten
Randbedingungen am linken bzw. rechten Rand der Modellgeometrie. Gleichzeitig sorgt sie
dafiir, dass die Erhaltung der Stréme am linken bzw. rechten Rand der Geometrie gesichert
ist, was wiederum fiir eine konsistente rdumliche Variation des Vektorpotentials entscheidend
ist.

Fiir die Fortsetzung der einzelnen Grofen in der periodisch wiederholten Geometrie gelten
folgende Regeln:

1. Amplitude des Paarpotentials:
Die rdumliche Modulation der Amplitude des Paarpotentials |A(r,pr)| wiederholt
sich identisch in der periodisch fortgesetzten Geometrie. Wenn mit n = 0, +1, £2, ...
die periodischen Wiederholungen der Geometrie gezéhlt werden und diese beziiglich
des zentralen Abschnittes (mit n = 0) um einen Vektor n- Lé, verschoben sind, so gilt
fiir die Amplitude des Paarpotentials:

|A(r +n- Lés,pr)| = |A(r,pr)| (3.31)

2. Phase des Paarpotentials:
Die rdumliche Modulation der Phase des Paarpotentials ¢(r) wiederholt sich ebenfalls
identisch in der periodisch fortgesetzten Geometrie. Allerdings muss zur Phase ,nach
rechts fiir die +|n|-te Wiederholung der Geometrie der Wert |n| - A¢ addiert und
entsprechend ,nach links* fiir die —|n|-te Wiederholung der Geometrie der Wert |n|-A¢
subtrahiert werden:
op(r+n-Lé,) = ¢(r)+n-Ap (3.32)

Dies gewéhrleistet eine stetige Fortsetzung der Phase am linken bzw. rechten Rand der
periodischen Wiederholungen der Geometrie. Die Werte der Phase an den Ubergén-
gen zwischen den periodischen Wiederholungen sind in Abbildung entsprechend
vermerkt.
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3. Stromdichte:
Die Stromdichte wiederholt sich identisch in jeder Wiederholung der periodisch fort-
gesetzten Geometrie:
jr+n-Lé;) = j(r) (3.33)

Diese periodische Fortsetzung der Strome sichert gleichzeitig, dass am linken bzw.
rechten Rand der Geometrie Stromerhaltung gilt.

Da die Stromdichte nicht direkt in die Gap- oder die Stromgleichung eingeht, sondern
die Kopplung iiber das Vektorpotential stattfindet, konnen jedoch vereinfachte Rand-
bedingungen zur Berechnung des Vektorpotentials A.(r) verwendet werden. Wird das
Vektorpotential A.(r) fiir den zentralen Abschnitt mit n = 0 berechnet und ist die
Lange L jedes Abschnittes ausreichend grofs gewéhlt, so besteht aufgrund der Stromer-
haltungEI eine sehr gute Naherung darin, die exakte Stromverteilung in der Umgebung
der benachbarten Engstellen (in den Abschnitten mit n = 41,42, ...) zu vernachléssi-
gen und die Strome fiir |x| > L/2 als konstant anzunehmen.

4. Vektorpotential:
Der Beitrag zum Vektorpotential, der durch die Strome hervorgerufen wird, wiederholt
sich identisch in der periodisch fortgesetzten Geometrie:

A.(r+n-Léy) = A.(r) (3.34)

Da diese Periodizitdt auch fiir den Beitrag Ag(r) = —Byyé, gilt, der das externe
Magnetfeld reprasentiert, folgt sie fiir das gesamte Vektorpotential:

A(r+n-Lé;) = A(r) (3.35)

Die periodische Fortsetzung der Geometrie entsprechend Abbildung [3-4] impliziert, dass
die Trajektorien der Riccati-Parametrisierung, deren Aufpunkte ry innerhalb des zen-
tralen Abschnittes mit n = 0 liegen, durch die bereits erwdhnte Raytracing-Prozedur
auch in die periodisch fortgesetzte Geometrie verlangert werden miissen. Um die Riccati-
Differentialgleichungen in den Bereichen mit |z| > L/2 zu lésen, miissen Paarpotential und
Vektorpotential entsprechend den genannten Regeln fortgesetzt werden.

3.4 Selbstkonsistente Losungen

In diesem Abschnitt wird beschrieben, nach welchen Kriterien entschieden werden kann, ob
im Rahmen des iterativen Losungsalgorithmus eine selbstkonsistente Konfiguration erreicht
wurde. Des Weiteren werden wichtige Eigenschaften selbstkonsistenter Losung diskutiert.
Schlieflich wird begriindet, warum im Rahmen des verwendeten Losungsschemas die Green-
sche Funktion des Laplace-Operators fiir den freien Raum, Gleichung 7 zur Berechnung
des Vektorpotentials verwendet werden kann.

Die einfachste Moglichkeit zur Abschétzung der Konvergenz des iterativen Losungssche-
mas besteht darin, die Verdnderung der Funktionen A(r,pr), j(r) und A(r) in jeder Iterati-
on zu bestimmen und weitere Iterationen durchzufiihren, bis diese Veranderung hinreichend
klein ist. Allerdings besteht bei dieser Methode das Problem, dass die Konvergenzrate in
einer einzigen Iteration unter Umstdnden sehr klein sein kann und deshalb eine genaue
Beurteilung der Konvergenz schwierig isﬂ

FEine wesentlich zuverléssigere und strengere Methode zur Beurteilung der Selbstkonsis-
tenz einer Losung besteht darin, die Erhaltung der Strome in jeder Iteration zu priifen, da

4Fiir selbstkonsistente Losungen ist die Erhaltung des Stromes (V - j = 0) garantiert; siche dazu den
folgenden Abschnitt @ sowie Anhang

5Beispielsweise konvergiert das iterative Verfahren bei Temperaturen nahe der Sprungtemperatur 7.
aufgrund der schwachen Variation der Freien Energie bei Abweichungen von der selbstkonsistenten Konfigu-
ration sehr langsam. Auch die Dadmpfung des Iterationsprozesses der Stromgleichung, wie in Abschnitt
beschrieben, fiihrt zu verlangsamter Konvergenz.
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selbstkonsistente Losungen immer die Bedingung V - j(r) = 0 erfiillen. Zur lokalen Uber-
priifung der Stromerhaltung wird die Divergenz der Stromdichte V - j(r) in jeder Iteration
fiir die gesamten Geometrie berechnet. Zur globalen Beurteilung wird in jeder Iteration der
Gesamtstrom, der durch die Geometrie fliefst, bei x = 0 und bei = £L/2 durch Integration
der Stromdichte iiber den Querschnitt der Geometrie bestimmt und die relative Abweichung
ausgewertet.
Die Erhaltung der Strome

V-jlr) =0 (3.36)
ist eine wichtige Eigenschaft selbstkonsistenter Losungen der mikroskopischen Eilenberger-
Theorie der Supraleitung. Sie folgt direkt aus den Eilenberger-Gleichungen, wenn die Gap-
Gleichung und die Stromgleichung erfiillt sind und wird in Anhang [A] hergeleitet. Fiir das
Verschwinden der Normalkomponente der Stromdichte an Oberflichen mit der Normalen n

f-j(r) = 0 (3.37)

sorgen die Reflexionseigenschaften der Riccati-Amplituden; siehe hierzu die Referenzen |70,
71] sowie [75].

Im Rahmen der Berechnung selbstkonsistenter Losungen der Eilenberger-Gleichungen muss
die Stromerhaltung, sowohl im Inneren der Geometrie als auch an Oberflachen des Materials,
nicht explizit bei der Konstruktion der Lésungen beriicksichtigt werden. Sie folgt sofort als
Eigenschaft selbstkonsistenter Losungen, was insbesondere bei komplexen Geometrien einen
erheblichen Vorteil der Methode darstellt.

Auf den ersten Blick scheint die verwendete zweidimensionale Greensche Funktion des
Laplace-Operators die Randbedingungen an den Oberflachen des Supraleiters fiir be-
liebige Geometrien nicht korrekt zu erfiillen, da es sich um eine Greensche Funktion fiir
den freien Raum handelt. Der entscheidende Punkt ist hier, dass die Greensche Funktion
in eine mikroskopische Selbstkonsistenz-Rechnung eingebettet ist, bei der die Gap- und die
Stromgleichung fiir die Erfiillung der an Vektorpotential und Magnetfeld gestellten Rand-
bedingungen sorgen.

In Anhang [A] wird die Stromerhaltung fiir selbstkonsistente Losungen hergeleitet. Da
das Vektorpotential aus allen Strémen berechnet wird, die in der Geometrie fliefsen, und die
Stréome in der iterativen Prozedur wiederum vom Vektorpotential abhéngen, folgt aus der
Erhaltung der Stréme im Inneren des Supraleiters (V - j = 0) und dem korrekten Verhalten
an den Oberflichen (fi-j = 0), beides durch die mikroskopische Selbstkonsistenz-Rechnung
gesichert, sofort das korrekte Verhalten fiir das Vektorpotential und das Magnetfeld an den
Oberflichen der Geometrie. Die Erfiillung der Randbedingungen im Unendlichen wird durch
die Verwendung der Greenschen Funktion des freien Raumes gewéhrleistet.

Des Weiteren wurde zur Herleitung der Poisson-Gleichung fiir das Vektorpoten-
tial die Coulomb-Eichung mit V - A = 0 gewihlt. Wie in Anhang [B| gezeigt wird, folgt
bei der Berechnung des Vektorpotentials mit Hilfe der Greenschen Funktion des Laplace-
Operators ([3.30]) aus der Erhaltung der Stréme und dem korrekten Verhalten an Oberflachen
sofort die Divergenzfreiheit des Vektorpotentials (V - A = 0). Folglich ist diese Eigenschaft
des Vektorpotentials fiir selbstkonsistente Losungen gewahrleistet. Fiir das Magnetfeld, das
durch B =V x A aus dem Vektorpotential folgt, gilt per constructionem V - B = 0.

Die Geometrie der untersuchten Struktur geht im Rahmen der vorgestellten Methode
einzig und allein iiber die Reflexionseigenschaften der Riccati-Gleichungen an den Oberfla-
chen des Supraleiters in die Rechnungen ein. Die Erfiillung der Randbedingungen fiir alle
relevanten Grofen folgt dann durch die Einbettung in eine mikroskopische Selbstkonsistenz-
Rechnung. Die Tatsache, dass die Randbedingungen fiir das Vektorpotential und das Ma-
gnetfeld nicht explizit bei der Berechnung der Lésungen beriicksichtigt werden miissen, stellt
einen erheblichen Vorteil der im Rahmen dieser Arbeit entwickelten Methode zur Berech-
nung selbstkonsistenter Losungen der Eilenberger-Gleichungen unter Beriicksichtigung des
Vektorpotentials dar. Erst durch diese Methode ist es in der Praxis moglich, fiir nahezu
beliebige Geometrien selbstkonsistente Losungen zu berechnen. Die einzige praktische Be-
schrinkung besteht in den numerischen Kosten des Verfahrens.
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3.5 Freie Energie eines Josephson-Kontaktes

Ist die Strom-Phasen-Beziehung I(y) eines Josephson-Kontaktes bekannt, so kann die Ande-
rung der Freien Energie, die durch eine Variation der Phasendifferenz ~ hervorgerufen wird,
durch die Integration der Strom-Phasen-Beziehung beziiglich v berechnet werden:

£(7) ~ £0) = o / "y 1(+) (3.38)

Eine mikroskopische Herleitung dieser Gleichung aus dem FEilenberger-Funktional
E(A, AT A a,b) wird in Anhangpréisentiert. Diese Herleitung basiert auf der Ausnutzung
der Eichinvarianz des Eilenberger-Funktionals sowie der Stationaritét selbstkonsistenter Lo-
sungen beziiglich der Variation nach den Parametern A, AT, A, ¢ und b. Bei der Herleitung
werden keine weiteren Annahmen getroffen und Gleichung gilt somit fiir beliebige
Systeme, die durch die mikroskopischen Eilenberger-Gleichungen beschrieben werden kon-
nen. Wird zur Auswertung von Gleichung eine Strom-Phasen-Beziehung verwendet,
die nicht selbstkonsistent berechnet wurde, so folgt zumindest eine obere Schranke fiir die
Anderung der Freien Energie. Des Weiteren ist zu bemerken, dass die Giiltigkeit von Glei-
chung nicht auf Josephson-Kontakte beschriankt ist, sondern fiir beliebige Strukturen
mit einer Strom-Phasen-Beziehung gilt.

Die Berechnung der Freien Energie nach Gleichung kann unter anderem dazu ver-
wendet werden, den Grundzustand eines Josephson-Kontaktes mit einer bekannten Strom-
Phasen-Beziehung zu identifizieren. Eine Nullstelle vy der Strom-Phasen-Beziehung () im
Bereich 0 < v < 7 impliziert ein lokales Extremum der Freien Energie bei der Phasendiffe-
renz 7p. Gilt bei der Phasendifferenz vy zusétzlich die Bedingung

d*E(v) _ hodI(y)
dv?

= —_— > 0 3.39
=70 Ze dy |y ( :
so handelt es sich um ein stabiles lokales Minimum der Freien Energie. Folglich liegt in diesem
Fall der Grundzustand bei der Phasendifferenz vy und der Kontakt weist eine intrinsische
Phasendifferenz von ~yy auf.

In Abbildung wird der Zusammenhang zwischen der Strom-Phasen-Beziehung ()
eines Josephson-Kontaktes und der Freien Energie anhand von drei exemplarischen Fallen
illustriert.

Ein ,normaler* oder 0-Josephson-Kontakt mit einer Strom-Phasen-Beziehung der Form
I(~) = I.sin () ist durch die blauen Kurven dargestellt. Die Strom-Phasen-Beziehung weist
in diesem Fall bei 7y = 0 eine Nullstelle auf, die die Stabilitdtsbedingung erfiillt. Da-
mit ist das energetische Minimum im Grundzustand bei 7y = 0 und es liegt keine endliche
intrinsische Phasendifferenz vor.

Durch die lila Kurven ist ein m-Josephson-Kontakt mit einer Strom-Phasen-Beziehung der
Form I() = I.sin(y+7) angedeutet. Bei dieser Form der Strom-Phasen-Beziehung liegt die
Nullstelle, die die Stabilitdtsbedingung erfiillt, bei 79 = 7 und der Josephson-Kontakt
weist eine intrinsische Phasendifferenz von vy = 7 auf.

Als dritter exemplarischer Fall ist durch die braunen Kurven ein Josephson-Kontakt mit
einer Strom-Phasen-Beziehung der Form I(y) = —I.sin(27y) beriicksichtigt. In diesem Fall
liegt die Nullstelle, die die Stabilitdtsbedingung erfiillt, bei 9 = /2. Folglich weist
der Josephson-Kontakt im Grundzustand eine intrinsische Phasendifferenz von vy = 7/2 auf
und es handelt sich somit um einen ¢-Josephson-Kontakt.

Das Auftreten intrinsischer Phasendifferenzen wird fiir die im Folgenden untersuchten
Josephson-Kontakte diskutiert und in der Form von 0-w-Phasendiagrammen dargestellt.
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Abbildung 3.5: Drei exemplarische Strom-Phasen-Beziehungen in (a) und die entsprechende
Anderung der Freien Energie des Josephson-Kontaktes in (b). Die blauen Kurven reprisen-
tieren einen ,normalen* oder 0-Josephson-Kontakt mit einer verschwindenden intrinsischen
Phasendifferenz von ¢ = 0. Die lila Kurven entsprechen einem w-Josephson-Kontakt mit
Yo = 7. Die braunen Kurven gehoren zu einem ¢-Josephson-Kontakt mit einer intrinsischen
Phasendifferenz ~yy zwischen 0 und 7.

3.6 Numerische Methoden

Die Berechnung selbstkonsistenter Losungen fiir eine zweidimensionale Geometrie nach
dem im letzten Abschnitt beschriebenen Verfahren ist mit erheblichem numerischem
Aufwand verbunden. Bei der Auswertung der Gap- und der Stromgleichung in je-
der Tteration riihren die numerischen Kosten aus der Winkelmittelung und der Sum-
mation tiber die Matsubara-Frequenzen, da fir jeden Winkel und jede Matsubara-
Frequenz zwei Riccati-Differentialgleichungen gelést werden miissen. Die Losung der Riccati-
Differentialgleichungen stellt aufgrund der Stabilitdtseigenschaften kein prinzipielles Pro-
blem dar, wird aber durch die groffe Anzahl zu 16sender Gleichungen numerisch aufwéndig.

Das Vektorpotential wird durch die Auswertung des Integrals {iber alle in der Geometrie
fliekenden Strome, gewichtet mit der Greenschen Funktion des Laplace-Operators, berech-
net. Folglich muss zur Berechnung des Vektorpotentials in jeder Iteration fiir jeden Punkt
der Geometrie ein Integral {iber die gesamte Geometrie ausgewertet werden, was wieder kein
prinzipielles Problem darstellt, aber bei einer ausgedehnten Geometrie numerisch aufwandig
wird.
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Ist die Geometrie groff im Vergleich zu den charakteristischen Langenskalen des Problems,
die durch die Kohérenzlange &, und die magnetische Eindringtiefe Aj, gegeben sind, so sind
viele Iterationen zum Erreichen einer selbstkonsistenten Konfiguration notwendig. Dieser
Umstand erhéht die numerischen Kosten weiter.

Da bei der Untersuchung des stationdren Josephson-Effektes in geometrischen Josephson-
Kontakten ein wichtiges Ziel darin besteht, Strom-Phasen-Beziehungen fiir verschiedene geo-
metrische Parameter bei verschiedenen Temperaturen und verschiedenen Werten des dufieren
Magnetfeldes zu berechnen, liegen zumindest fiinf Parameter vor, die innerhalb bestimmter
Intervalle variiert werden miissen: die eichinvariante Phasendifferenz ~, Lange ! und Brei-
te w der Engstelle, die Temperatur 7' und das duftere Magnetfeld By. Somit miissen, um
schliissige Ergebnisse zu erhalten, zweidimensionale selbstkonsistente Konfigurationen fiir
eine grofie Anzahl an Parametern berechnet werden. Die verschiedenen im Rahmen der vor-
liegenden Arbeit zur Reduzierung der numerischen Kosten eingesetzten Verfahren werden
in den folgenden Abschnitten beschrieben.

3.6.1 Diskretisierung der Geometrie

Zur numerischen Behandlung wird die zweidimensionale Geometrie rdumlich diskretisiert
und die relevanten Groken werden auf dem durch die Diskretisierung festgelegten Gitter
definiert. Im vorliegenden Fall sind dies die komplexe Funktion A(r) aus der Faktorisierung
des Paarpotentials , die Vektorfelder Stromdichte j(r) = (j,(r), j,(r)) und Vektorpoten-
tial A(r) = (A (r), A,(r)), die z-Komponente des Magnetfeldes B, (r) sowie einige auf dem
Gitter definierte Hilfsgroften fiir die im Folgenden beschriebenen numerischen Verfahren.

Die Diskretisierung wird mit Hilfe eines quadratischen Gitters durchgefiihrt, das aller-
dings in zwei Bereiche aufgeteilt wird. Dies sind ein Bereich mit feinerer Gitterweite dxq
in der direkten Umgebung der Engstelle und einen Bereich mit groberer Gitterweite dxo
in groferer Entfernung der Engstelle. An den Knoten dieser beiden Gitter miissen in jeder
Iteration Gap- und Stromgleichung ausgewertet und das Vektorpotential berechnet werden
(siehe Abb. [3.6(a)). Fiir die Berechnung von Vektorpotential und Magnetfeldern auRerhalb
der untersuchten Geometrie muss das Gitter entsprechend erweitert werden.

Zur Losung der Riccati-Gleichungen miissen alle Grofen an jedem beliebigen Punkt
innerhalb der Geometrie bekannt sein. Zu diesem Zweck werden die auf dem Gitter definier-
ten Funktionen bilinear interpoliert, was bei einem ausreichend feinmaschigen Gitter einen
guten Kompromiss zwischen numerischen Kosten und Genauigkeit darstelltﬁ Um die Ver-
waltung der Diskretisierung und die Interpolation so einfach wie moglich zu halten, wird
am Ende jeder Iteration jede Funktion fiir die gesamte Geometrie auf das feinere Gitter
mit der Gitterweite dx; interpoliert. Da dies nur ein Mal je Iteration durchgefiihrt werden
muss, sind die numerischen Kosten zweitrangig und es kann ein genauerer Interpolationsal-
gorithmus verwendet werden. Vorliegend wird eine Interpolation mit natiirlichen kubischen
Splines verwendet, die zunéchst in y- und dann in z-Richtung durchgefiihrt wirdlZ] (siehe
Abb. [B.6(b)). Da folglich in jeder Iteration alle Grofen fiir das gesamte Gitter mit der fei-
neren Gitterweite dx; vorliegen, kann die bilineare Interpolation auf dem gesamten Gitter
einheitlich verwendet werden (siehe Abb. [3.6(c)).

3.6.2 Integration der Riccati-Gleichungen

Die Riccati-Gleichungen miissen entlang von Trajektorien gelést werden, die innerhalb der
untersuchten Geometrie wie Lichtstrahlen der Strahlenoptik zu konstruieren sind. Dazu ist
eine Raytracing-Prozedur notwendig, die die Konstruktion von Trajektorien in beliebigen
Geometrien realisiert. Eine derartige Raytracing-Prozedur fiir zweidimensionale Geometrien

6Siehe dazu Kapitel 3.6 in Referenz [76].
"Siehe Kapitel 3.3 bzw. die Routinen spline und splint aus Referenz [76]; beide Routinen wurden fiir die
Behandlung komplexer Grofien erweitert.
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(a)

Abbildung 3.6: Diskretisierung der Geometrie (schematisch). (a) In jeder Iteration werden
das Paarpotential und die Stromdichte sowie das Vektorpotential an den Knoten eines qua-
dratischen Gitters berechnet, das in einen Bereich mit feinerer Gitterweite dr; und einen
Bereich mit groberer Gitterweite dry aufgeteilt ist. (b) Die so erhaltenen Werte werden
mit natiirlichen kubischen Splines fiir die gesamte Geometrie auf ein Gitter mit der feine-
ren Gitterweite dz; interpoliert. (c) Zur Integration der Riccati-Gleichungen entlang der
Trajektorien in der néchsten Iteration wird bilinear auf dem quadratischen Gitter mit der
Gitterweite dzq interpoliert.

mit polygonalen Begrenzungslinien wurde im Rahmen der vorliegenden Arbeit implemen-
tiert.

Die Riccati-Gleichungen sind gewdhnliche Differentialgleichungen, die in der Form ei-
nes Anfangswertproblems gelost werden miissen. Zur Losung dieser Gleichungen wird ein
adaptives Runge-Kutta-Verfahren fiinfter Ordnung mit Koeffizienten nach Cash und Karp
verwendeﬁ Bei diesem Verfahren werden die in jedem Integrationsschritt entlang der Trajek-
torie berechneten Zwischenschritte derart kombiniert, dass sowohl das Integrationsergebnis
als auch ein Fehlerschitzer bestimmt werden kénnen. Mit diesem Fehlerschétzer wird die
Schrittweite adaptiv variiert, um die gewiinschte Genauigkeit der Losung zu erhalten.

Die Integration der Riccati-Gleichungen entlang der Trajektorien liefert die Werte der
Riccati-Amplituden a(s) und b(s). Mit diesen Werten werden die Funktionen f(r,pr,icy)
und ¢(r,pr,ie,) berechnet, die iiber die Fermi-Fléche gemittelt und iiber alle Matsubara-
Frequenzen summiert werden miissen. Insofern stellt die Integration der Riccati-Gleichungen
die innerste Operation mehrerer geschachtelter Schleifen dar und muss mit ausreichender
Genauigkeit durchgefiihrt werden, um die Anh&ufung numerischer Fehler zu vermeiden.

8Siehe Kapitel 16.1 und 16.2 bzw. die Routinen rkgs, rkck und odeint aus Referenz [76]; die Routinen
wurden fiir die Behandlung komplexer Zahlen erweitert.
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3.6.3 Numerische Auswertung von Gap- und Stromgleichung

Bei der Fermi-Flichen-Mittelung besteht die Aufgabe darin, das Integral {---)p = 02 T % e
fiir eine bestimmte Funktion auszufiithren. Im Fall der Gap-Gleichung ist dies die Funktion
f(r,pr,iey), im Fall der Stromgleichung die Funktion vgg(r, pr,ic,) und im Fall der Zu-
standsdichte die Funktion g(r,pr,ic,). Es liegt nahe, eine adaptive Integrationsroutine zu
verwenden, um die numerischen Kosten zu reduzieren. Der Algorithmus, der hierzu imple-
mentiert wurde, ist aus Kapitel 7.5 in Referenz [77] entnommen. Bei diesem Algorithmus
wird das Integrationsintervall in mehrere Teilintervalle unterteilt und in jedem Teilintervall
wird iiber einen Vergleich der Ergebnisse aus Trapez- und Simpsonscher Quadraturformel
entschieden, ob eine weitere Unterteilung notwendig ist, um die geforderte Genauigkeit zu
erreichen. Ist eine feinere Unterteilung notwendig, so wird lokal eine Intervallhalbierung
durchgefiihrt und auf jedes der beiden Teilintervalle wieder Trapez- und Simpsonsche Qua-
draturformel angewendet. Das Verfahren stellt durch die Auswertung einfacher Quadratur-
formeln kombiniert mit einem adaptiven Algorithmus eine stabile und effiziente Moglichkeit
zur Mittelung iiber die Fermi-Fliache dar.

Zur Auswertung der Gap- und der Stromgleichung miissen die iiber die Fermi-Fliche
gemittelten Funktionen (f(r,pr,ic,))rs bzw. (vpg(r,pr,ic,))rs lber alle positiven
Matsubara-Frequenzen bis zur Abschneidefrequenz w. summiert werden (3 ,_. _, ). Die
Abschneidefrequenz muss dabei ausreichend groft gewéhlt werden, so dass die Ergebnisse
unabhiingig von w, sind, insbesondere im Fall der Stromgleichung?] In Tabelle sind die
Werte festgehalten, die fiir die numerischen Rechnungen im Rahmen dieser Arbeit verwendet
wurden. In allen Temperaturbereichen ist die Abschneidefrequenz mindestens 20 mal gréfer
als die Energieliicke bei der jeweiligen Temperatur (w. > 20A.(T)). Bei Temperaturen nahe
der Sprungtemperatur 7T, wurden wesentlich héhere Abschneidefrequenzen verwendet, um
eine ausreichend grofe Anzahl an Summanden zu beriicksichtigenV]

Um die Gap-Gleichung auszuwerten, wird des Weiteren die Kopplungskonstante VN (0)
bendtigt. Zur formalen Berechnung dieser startet man mit der Gap-Gleichung im bulk:

A (T)x(pr)
A(T) = VN(0)2rkpT o
() (0) 2mks 0<;wc<\/€%+|AOO(T)X<pF)|2>FS o

Linearisiert man diese Gleichung im Paarpotential A, (7)) um T = T, so kann die Grofe
V N(0) bei gegebener Temperatur T und gegebener Abschneidefrequenz w, bestimmt werden.
Als Ergebnis folgt mit der Naherung w. > 2nkpT, > 2rwkpT:

1 , 2 T
N~ x(pr)°)rs [ > o1 T (Tc)

0<en <we

(3.41)

Diese formale Darstellung der Gréfe VN (0) entspricht der Subtraktion der Asymptotik der
Matsubara-Summe in der Gap-Gleichung

A(r,pr) In (TT> = 2rkpT <<f(r,pp,i5n)>FS— (3.42)

0<en<we

NI"PF)>

En

und beschleunigt damit erheblich die Konvergenz als Funktion der Abschneidefrequenz.

9Tm bulk konvergiert die Stromgleichung als Funktion der Abschneidefrequenz wie 1/w., wihrend die
Gap-Gleichung durch die Subtraktion der Asymptotik der Matsubara-Summe wie 1/w? konvergiert (siehe
dazu den nichsten Absatz sowie insbesondere Gleichung (3.42))).

10Dje obere Grenze fiir die Summation ist offensichtlich nmax = % (ﬂf]; — 1)J und verhalt sich damit

fiir groke w. proportional zu 1/T.
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Die Berechnung der Matsubara-Summe in der Gap- und in der Stromgleichung wurde
durch Anwendung der Reihentransformation nach E. E. Kummer weiter optimier@
Wird die Summe s der konvergenten Reihe

oo

s= Z ag (3.43)

k=0

gesucht, und ist
c=) o (3.44)
k=0

eine konvergente Reihe mit bekannter Summe ¢ und gilt die Eigenschaft

lim 2 =X #£0 (3.45)

k—oo C

so lésst sich die gesuchte Summe s schreiben als

5= A+ Z (1 - )\Zk> ay (3.46)
k

k=0

Diese Darstellung der urspriinglichen Reihe (3.43]) kann verwendet werden, um die Berech-
nung der Summe s zu beschleunigen, da die verbleibende Summe in Gleichung bei ge-
eigneter Wahl der Vergleichsreihe wesentlich schneller konvergiert. Das Verfahren wird
desto effektiver, je friither, d. h. fiir moglichst kleine Indizes &, die Reihen und
gleiches Konvergenzverhalten zeigen.

Ein erster Kandidat fiir eine derartige Vergleichsreihe fiir die Berechnung der
Matsubara-Summe in Gap- und Stromgleichung ist die Matsubara-Summe aus Gap- und
Stromgleichung im bulk. Verwendet man diese fiir die Darstellung der gesuchten Matsubara-
Summe entsprechend Gleichung , so konnen die numerischen Kosten bereits deutlich
reduziert werden. Eine weiter verbesserte Variante besteht jedoch darin, alle Summanden
der Matsubara-Summe an jedem Gitterpunkt in jeder Iteration zu speichern und diese ge-
speicherten Werte als Vergleichsreihe am jeweiligen Gitterpunkt in der folgenden Iteration
zu verwenden.

Sei die Matsubara-Summe mit ihren Summanden aus der (n—1)-ten Iteration gespeichert
und mit ¢ = Zszo ¢, bezeichnet, und die Matsubara-Summe der n-ten Iteration gesucht und

mit s = Zszo ay, bezeichnet, so wird nach folgendem adaptivem Schema vorgegangen:

1. Berechne das Verhéltnis A als A = zcsz\v,
2. Die initiale Schétzung fiir die gesuchte Summe ist s_; = Ac.

3. Berechne fiir & > 0 die Summanden a; explizit und erhalte damit Korrekturen zur
gesuchten Summe durch sg = si—1 + (ar — Ack).

4. Breche die Berechnung der Korrekturen zu s ab und erhalte s = s falls
a) die relative Korrektur (ar — Acg) /s fiir k = ks < N eine vorgegebene Toleranz ¢
unterschreitet oder
b) k= N.

5. Speichere die berechneten Summanden ay, fiir die néchste Iteration. Wurde die explizite
Berechnung der Summanden bei ks < N abgebrochen, so speichere fir ks < kK < N
die mit dem Verhéltnis A gewichteten Werte der vorherigen Iteration Acy.

l1Gjehe Absatz 3.6.26 in Referenz [78].
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’ Temperaturbereich \ verwendete Abschneidefrequenz w, ‘

0<T <0571, 50kgpT,
057, <T <0.7T, 100kp T,
07T, <T <097, 200kpT,
09T, <T <1, 500kpT,

Tabelle 3.1: Temperaturbereiche und verwendete Abschneidefrequenzen w,.

Die Matsubara-Summe aus der vorherigen Iteration stellt eine exzellente Vergleichsreihe
dar, da sich die Werte des Paarpotentials, der Stromdichte und des Vektorpotentials in der
Regel von Iteration zu Iteration nur schwach éndern. Mit einer schwachen Anderung ist hier-
bei gemeint, dass sich die Anderung im Wesentlichen durch ein Verhiltnis A # 1 bemerkbar
macht, nicht aber durch ein verdndertes Konvergenzverhalten. Damit bricht die explizite
Berechnung der Summanden der Matsubara-Summe in der Regel fiir niedrige Werte von k
ab und die numerischen Kosten werden erheblich reduziert.

Um ein kritisches Verlangsamen der Konvergenz der iterativen Prozedur zur Losung der
Gap- und der Stromgleichung durch das beschriebene adaptive Verfahren unbedingt zu ver-
hindern, wird die Anwendung der Konvergenzbeschleunigung nach Kummer in jeder dritten
Iteration ausgesetzt und alle Terme der Matsubara-Summen werden explizit berechnet.
Die gesamte Rechenzeit fiir die Berechnung der Matsubara-Summen kann durch die Verwen-
dung der Konvergenzbeschleunigung nach Kummer deutlich reduziert werden. In Testrech-
nungen war eine Verringerung der numerischen Kosten um ca. 30% festzustellen. Allerdings
ist das Verfahren mit einem erheblich erhéhten Speicheraufwand verbunden, da an jedem
Gitterpunkt alle Summanden der Matsubara-Summe gespeichert werden miissen.

Um das Konvergenzverhalten der Iterationen der Gap-Gleichung zu verbessern, wird
ein adaptives Extrapolationsverfahren Verwendeﬂ Bei diesem Verfahren, dessen Ziel die
Minimierung der Anzahl der benétigten Iterationen ist, wird die durch die Auswertung der
Gap-Gleichung gelieferte Anderung des Paarpotentials dA, (r;) an einem Gitterpunkt r; in
der n-ten Iteration mit einem auf dem Gitter definierten Extrapolationsfaktor (1 + p,,(r;))
mit p,,(r;) > 0 multipliziert, wobei die Werte p,,(r;) adaptiv durch das Konvergenzverhalten
bestimmt werden. Die n-te Iteration liefert mit dem Extrapolationsverfahren folglich am
Gitterpunkt r; folgende Verédnderung des Paarpotentials:

Auir(rs) = Aury) +dA(x) - (L4 pa(r:)) (3.47)

Die Werte der p,,(r;) werden dabei folgendermafen bestimmt:

po(ri) = 1
|[dA,(r;)] < |dAp—1(r;)| und
12 poi(rs)  fiir { (Re[dAn(r,)]- Re [dA, ()] (4)
+Im [dA,(r;)] - Im [dAn_l(ri)]) >0
pn(rz) = |dAn(I'Z)| < |dAn_1(I'l)| und

0.8 - pnfl(l‘i) y fir (Re [dAn (I‘l)] -Re [dAn_l(I‘,‘)] (B)
+1Im [dA, (r;)] - Im [dA,—1(r;)]) < 0

O.5~pn_1(r,~) ,fiir |dAn(I'7)| 2 |dAn_1(I'l)| (O)

12Djieses Verfahren wurde zuvor in anderem Zusammenhang zur Losung der Gap-Gleichung eingesetzt [79].
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Ausgehend vom Startwert po(r;) = 1 wird die Extrapolationsstirke erhoht, wenn die An-
derung in zwei aufeinander folgenden Iterationen in der komplexen Ebene in die selbe Rich-
tung weist und ihr Absolutwert abnimmt, das Verfahren also konvergiert (Fall A). Nimmt
der Absolutwert der Verdnderung in zwei aufeinander folgenden Iterationen ab, weist aber
in der komplexen Ebene in entgegengesetzte Richtungen, was oszillierende Konvergenz im-
pliziert, so wird die Extrapolationsstérke leicht verringert (Fall B). Wachst der Absolutwert
der Verdnderung in zwei aufeinander folgenden Iterationen an, liegt also keine Konvergenz
vor, so wird die Extrapolationsstérke deutlich verringert (Fall C').

Tests bei fritheren Anwendungen dieser Methode lieferten eine Verringerung der Anzahl der
benotigten Iterationen der Gap-Gleichung um etwa 20-30%.

Bei der Iteration der Stromgleichung existiert das Problem, dass der Iterationsprozess
vor allem fiir kleine Werte von k = Ap /& zu oszillatorischem Verhalten neigt und nicht
konvergiert. Dieses Problem lésst sich beheben, indem die durch die Auswertung der Strom-
gleichung gelieferte Anderung der Stromdichte dj, (r;) an einem Gitterpunkt r; in der n-ten
Iteration mit einem konstanten Dampfungsfaktor (1 — gp) mit 0 < ¢ < 1 multipliziert wird.
Die tatséichliche Anderung der Stromdichte in der n-ten Iteration am Gitterpunkt r; ergibt
sich damit zu

jn—i—l(ri) == jn(rv) + djn(ri) : (1 - q0) (348)

Fiir sehr kleine Werte von x muss der Dampfungsfaktor (1 — gg) sehr klein gewéhlt wer-
den, um ein konvergentes Verhalten des Iterationsprozesses der Stromgleichung zu erhalten.
Dies bedingt allerdings eine erh6hte Anzahl an benétigten Iterationen zum Erreichen einer
selbstkonsistenten Konfiguration.

Im Rahmen des iterativen Losungsschemas veréndern sich die Werte von A(r) und j(r) in
einer Iteration an gewissen Gitterpunkten unter Umsténden nur sehr schwach. Diese Tatsa-
che kann ausgenutzt werden, um das Verfahren weiter zu optimieren. Wenn die Verénderung
der Werte von A(r) und j(r) in jeder Iteration an jedem Gitterpunkt gespeichert wird, so
kann vor der Auswertung der Gap- und der Stromgleichung an jedem Gitterpunkt kon-
trolliert werden, ob die Verdnderung in der vorherigen Iteration kleiner als ein festgelegter
Grenzwert war. War dies der Fall, so kann die Auswertung der Gap- und der Stromgleichung
in dieser Iteration an diesem Gitterpunkt ausgesetzt und der Wert von A(r) und j(r) aus der
vorherigen Iteration beibehalten werden. Um Konflikte mit dem Extrapolationsverfahren zu
vermeiden, wird gleichzeitig der Extrapolationsfaktor an diesem Gitterpunkt p, (r;) auf Null
gesetzt. Wird ein Gitterpunkt einmalig ausgelassen, so ist davon auszugehen, dass die Werte
von A(r) und j(r) an diesem Gitterpunkt bereits sehr nahe beim endgiiltigen Wert liegen
und eine Extrapolation ist nicht mehr wesentlich. Um allerdings ein kritisches Verlangsamen
der Konvergenz durch das Auslassen von Gitterpunkten unbedingt zu verhindern, erweist es
sich als niitzlich, in jeder dritten Iteration die Auswertung der Gap- und der Stromgleichung
an allen Gitterpunkten zu erzwingen.

3.6.4 Berechnung des Vektorpotentials und des Magnetfeldes

Bei der Berechnung des Vektorpotentials muss die Integralgleichung gelost werden.
Die Aufgabe besteht also darin, die Stromdichte j(r), die an diskreten Gitterpunkten be-
rechnet wurde, mit der zweidimensionalen Greenschen Funktion des Laplace-Operators
Ga(r,r’) = —In|r — r’|/(27) zu gewichten und iber die gesamte zweidimensionale Geo-
metrie einschlieflich der konstanten Fortsetzung der Strome fiir |z| > L/2 zu integrieren.
Diese Aufgabe kann erheblich vereinfacht werden, wenn die Stromdichte innerhalb von
Zellen der Fliche Z = a?, die um die Gitterpunkte r; zentriert sind, niherungsweise als
konstant angenommen wird; a = dz; ist hierbei die feinere Gitterweite der Diskretisierung
der Geometrie, sieche Abschnitt Dann kann das Integral aus Gleichung Zur
Berechnung des Vektorpotentials an einem Gitterpunkt r; in eine Summe iiber alle Knoten
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des Gitters 5 = 0... M umgewandelt werden:

A (r;)) = _dm d*r’ <1
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Das Gewicht g(|r; —r;|) fiir einen Gitterpunkt r;, an dem das Vektorpotential gesucht wird,
und eine Zelle Z; um den Gitterpunkt r; = (z;, y;)

g(jr; —r;|) = /d2r’ln|rifr’|
z

J

zj4a/2 yj+a/2
/ d:v’/ dy' In|r; —r’| (3.50)
@ y

j—a/2 j—a/2

ist unabhéngig von der Stromdichte und kann analytisch integriert werden. Es ist daher
niitzlich, die numerischen Werte der Gewichte g(|r; — r;|) zur Reduzierung der Rechenzeit
fiir alle Absténde |r; — rj\ einmalig zu bestimmen und zu speichern. Allerdings ist zu be-
achten, dass die Darstellung der Gewichte entsprechend Gleichung nur fir Zellen im
Inneren der Geometrie gilt. Fiir die Randzellen miissen die Gewichte mit entsprechenden
Integrationsgrenzen fiir die Integrale in gesondert berechnet werden.

Ist die Gitterweite a = dxq ausreichend klein, so stellt die Annahme einer konstanten Strom-
dichte innerhalb von Zellen der Fliche Z = a? eine sehr gute Naherung dar. Nach dem ange-
gebenen Schema erméglicht die einmalige analytische Berechnung der Gewichte g(|r; — r;j]|)
eine effiziente Berechnung des Vektorpotentials durch eine einfache Summation.

Das Magnetfeld B(r) ist nach Gleichung durch Bilden der Rotation aus dem Vek-
torpotential zu berechnen. Da ein quadratisches Gitter mit ausreichend kleiner Gitterweite
verwendet wird, kdnnen die enthaltenen partiellen Ableitungen durch einfache finite Diffe-
renzen berechnet werden. Stellvertretend werden die verwendeten Schemata fiir eine skalare
Funktion f(x), die von einer Variablen = abhingt und an Gitterpunkten x; mit Abstand h
gegeben ist, angegeben:

f(iv1) = f(zio1)
2h
f@iv1) = 2f (@) + f(wi1)
h2

12

O f (i) (3.51)

D2 f(w;) =~ (3.52)
Beide Verfahren sind zentriert um den Gitterpunkt x;, an dem die partiellen Ableitungen
gesucht werden. Ist f(z) zweifach stetig differenzierbar, so sind die Fehler beider Verfahren
proportional zu h?. Entsprechende Schemata wurden auch fiir die Implementierung von
Kontrollroutinen zur Uberpriifung von V- j =0 und V - A = 0 verwendet.

3.6.5 Parallelisierung

Bei der Losung der Gap- und der Stromgleichung sowie der Berechnung des Vektorpotentials
bieten sich verschiedene Moglichkeiten zur Parallelisierung der Algorithmen. Eine Paralle-
lisierung ist immer dann moglich, wenn Teile der Berechnungen unabhéngig voneinander
durchgefiihrt werden kénnen. Auf Computer-Systemen mit mehr als einer Ausfithrungsein-
heit konnen diese Teilberechnungen dann parallel abgearbeitet werden, wodurch im besten
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Fall eine Beschleunigung entsprechend dem Amdahlschen Gesetﬂ zu erwarten ist.

Bei der Auswertung von Gap- und Stromgleichung ist eine solche Aufteilung in unab-
héngig auswertbare Teilaufgaben auf verschiedenen Ebenen moglich. Die Fermi-Fléchen-
Mittelung ist in ihrer diskretisierten Form nichts anderes als eine Schleife, bei der das Argu-
ment fiir eine grofe Anzahl an Winkeln aufsummiert wird. Die Auswertung der Argumente
fiir verschiedene Winkel kann dabei vollstdndig unabhéngig durchgefiihrt und somit direkt
parallelisiert werden. Gleiches gilt fiir die Summation iiber die Matsubara-Frequenzen, bei
der das Argument fiir verschiedene Matsubara-Frequenzen ausgewertet werden muss, was
wiederum vollstdndig unabhéngig durchgefiihrt und parallelisiert werden kann. Eine dritte
mogliche Ebene zur Parallelisierung ist die Auswertung von Gap- und Stromgleichung an
den Gitterpunkten der rdumlichen Diskretisierung. Diese Auswertung kann fiir verschiedene
Gitterpunkte ebenfalls unabhéngig durchgefithrt und somit parallelisiert werden.

Eine Parallelisierung bringt immer zusétzliche numerische Kosten mit sich, die aus der
Verwaltung der verschiedenen Ausfithrungsstrange (threads) des parallelisierten Programmes
resultieren. Deshalb muss ein Kompromiss gefunden werden, bei dem einerseits die Auftei-
lung in Teilaufgaben fein genug ist, so dass verschiedene Ausfiihrungsstringe nicht lange auf
eine Zusammenfiihrung warten miissen, wenn sie ihre jeweilige Teilaufgabe erledigt haben,
bei dem andererseits die Aufteilung aber nicht zu fein ist und dadurch zu grofe numerische
Kosten durch die Verwaltung der Ausfiihrungsstringe verursacht werden.

Im vorliegenden Fall wurde eine Parallelisierung der Auswertung von Gap- und Strom-
gleichung auf der Ebene der Gitterpunkte durchgefiihrt. Die grofte Anzahl an Gitterpunkten
liefert eine ausreichend grofse Anzahl an unabhéngig ausfiihrbaren Teilaufgaben und Kon-
flikte mit den eingesetzten Algorithmen zur beschleunigten Ausfithrung der Fermi-Flachen-
Mittelung sowie der Berechnung der Matsubara-Summe werden vermieden.

Die Berechnung von Vektorpotential und Magnetfeld wurde ebenfalls auf der Ebene der
Gitterpunkte parallelisiert. Im Fall des Vektorpotentials muss an jedem Gitterpunkt die
Summe berechnet werden, die unabhéngig von der Berechnung an anderen Gitter-
punkten ist. Im Fall des Magnetfeldes muss die Rotation des Vektorpotentials unter Verwen-
dung der finiten Differenzen entsprechend Gleichung gebildet werden, was ebenfalls
an jedem Gitterpunkt unabhéngig durchgefiihrt werden kann.

3.6.6 Einheiten

In dieser Arbeit werden alle Energien auf die charakteristische Skala kg7, normiert. Die
charakteristische Langenskala, die zur Normierung aller Langen verwendet wird, ist die Ko-
hérenzlange bei T'=0

h’UF
g

mit der Amplitude des Paarpotentials bei T' = 0 im bulk Ag = A (T = 0). Stromdichten
werden mit der Normierung

o = (3.53)

: J
= — 54
J EN(O)UF]CBTC (3 o )

angegeben, und iiber eine bestimmte Breite w integrierte Gesamtstrome bei der Filmdicke d
in der Darstellung
. 1

I = .
WeN(O)UFI{?BTCfod (3 55)

13Das Amdahlsche Gesetz macht Aussagen {iber die maximal mégliche Beschleunigung eines Computerpro-
grammes durch eine parallelisierte Ausfiihrung. Wird ein parallelisiertes Programm auf N Prozessoren ausge-
fithrt und ist p der parallelisierbare sowie (1 — p) der nicht parallelisierbare Anteil des Programmes, so ergibt
sich die maximal mégliche Beschleunigung s durch die Parallelisierung (speedup) zu s = 1/ [(1 —p) + &].
Im Grenzfall einer groflen Anzahl von Prozessoren wird die maximal mogliche Beschleunigung folglich durch

den nicht parallelisierbaren Anteil des Programmes limitiert.
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Die London-Eindringtiefe Ar, (7' = 0) ist definiert durch

1 e’ n
—_— = 4dr = = (3.56)
A2 (T=0) 2 m
wobei ng die zundchst unbestimmte Dichte der an der Supraleitung beteiligten Elektronen
sowie m ihre Masse ist. Verwendet man nadherungsweise als natiirliche obere Grenze fiir ng
die Dichte aller beweglichen Elektronen n, so folgt im Fall einer zylindrischen Fermi-Fléiche
mit n = N(0)v%m die Darstellung
1 e? 9

TT=0 - 4m =5 N(0)of (3.57)

Normiert man das Vektorpotential mit dem Flussquant &g = hc/(2¢) durch

~ A
A = By 1 EpT. (3.58)
&0 ™ Ay
sowie das Magnetfeld durch
. B
B = Fy 1 EpT. (3.59)
2 w2 Ao

so folgt aus der Poisson-Gleichung fiir den Anteil des Vektorpotentials A.(r), der
durch die in der Geometrie fliefenden Strome hervorgerufen wird, mit dem Verhéltnis x =
AL(T = 0)/& aus London-Eindringtiefe Ay (T = 0) und Kohérenzlange &, die normierte
Poisson-Gleichung

- 1
—-AA. = —J
K
mit dem normierten Laplace-Operator —A= —¢2A. Hieraus wird sofort ersichtlich, dass die

Amplitude des Beitrages zum Vektorpotential A., der durch die in der Geometrie fliefsen-
den Stréme hervorgerufen wird, mit 1/x? skaliert. Damit wird A. und elektromagnetische
Selbstkonsistenz an sich fiir groe Werte von x sehr schnell vernachléssigbar, wahrend der
Einfluss fiir kleine Werte von « stark anwéchst.

Das (temperaturunabhéngige) Verhéltnis x = Ap(T = 0)/& ist proportional zum
Ginzburg-Landau-Parameter rgr(T) = Aet(T)/E(T) bei T = T., wobei durch \24(T) =
m*c?/(4rp|?e*?) die effektive Eindringtiefe und durch &€2(T) = h%/(2m*|a(T)|) die Ko-
hérenzldnge der Ginzburg-Landau-Theorie gegeben ist. Fiir eine kugelférmige Fermi-Fléache
und einen Supraleiter im sauberen Grenzfall ist die Proportionalitdtskonstante kgr,(Te)/k =
0.96 in den Referenzen [80] (Gleichung (4.27 a)) und [81] (Kapitel 14, Gleichung (23)) an-
gegeben. Fiir den vorliegenden Fall einer zylindrischen Fermi-Fliche, ebenfalls im sauberen
Grenzfall, ist die Proportionalitétskonstante rgr,(7:)/x = 0.78.
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3.7 Implementierung

Die in den vorhergehenden Abschnitten beschriebenen Algorithmen und numerischen Me-
thoden zur Berechnung selbstkonsistenter Losungen der Eilenberger-Gleichungen wurden
im Rahmen der vorliegenden Arbeit in der Programmiersprache C++ umgesetzt. Das Pro-
gramm folgt einer objektorientierten Struktur und wurde numerisch optimiert. Die beschrie-
bene Parallelisierung wurde mit Hilfe von OpenMP realisiert und erméglicht die Nutzung
von Multiprozessor-Umgebungen mit gemeinsam genutztem Speicher (shared memory mul-
tiprocessor, SMP).

Das Programm wurde objektorientiert strukturiert, um eine moglichst groffe Modularitat
und Erweiterbarkeit zu gewéhrleisten. Da das Programm fiir eine grofse Anzahl an numeri-
schen Rechnungen verwendet wurde, ist eine iibersichtliche und erweiterbare Strukturierung
unablissig. Gleichzeitig ist es bei einem umfangreichen numerischen Projekt zum Schutz
vor Programmierfehlern dufierst wichtig, moglichst strenge Mechanismen zur Vermeidung
falschlicher Zugriffe auf die zwischengespeicherten Daten zu implementieren. Beides kann
mit einer objektorientierten Grundstruktur erreicht werden.

Um vorhandene SMP-Systeme optimal einzusetzen, wurde die beschriebene Parallelisie-
rung mit Hilfe von OpenMP realisiert. OpenMP ist eine Programmierschnittstelle (appli-
cation programming interface, API) zur Erzeugung und Steuerung von Ausfithrungsstrin-
gen (threads) sowie der Lastverteilung zwischen diesen und besteht aus einem Satz von
Compiler-Anweisungen, Laufzeit-Bibliotheken und Umgebungsvariablen, die einem definier-
ten Standard entsprechen und in mehreren C++- und FORTRAN-Compilern umgesetzt
sind@ Dies garantiert optimale Portabilitédt, d. h. der Einsatz verschiedener Compiler und
Betriebssysteme ist ohne weiteres moglich. Des Weiteren lésst sich vorhandener sequenti-
eller (nicht-parallelisierter) Code mit Hilfe von OpenMP inkrementell parallelisieren und
es ist moglich, eine rein sequentielle und eine (partiell) parallelisierte Programmversion in
einem gemeinsamen Quellcode zu verwalten. Dadurch ist es nicht notwendig, mehrere Pro-
grammversionen fiir den Einsatz auf Multiprozessor- und Ein-Prozessor-Systemen zu fithren
und eine Ausfithrung des Programmes auf verschiedensten Plattformen ist einfach moglich.
Gleichzeitig ist die Fehlersuche durch die Moglichkeit der inkrementellen Parallelisierung
nicht wesentlich komplexer als bei rein sequentiellen Programmen.

Durch die in den vorhergehenden Abschnitten beschriebenen Algorithmen und numeri-
schen Methoden konnte die Rechenzeit zur Berechnung zweidimensionaler selbstkonsistenter
Lésungen der mikroskopischen Eilenberger-Gleichungen drastisch reduziert werden. Damit
konnten in dieser Arbeit erstmals systematisch zweidimensionale selbstkonsistente Rechnun-
gen zur Untersuchung des supraleitenden Zustandes eingesetzt werden.

Aufgrund des hohen numerischen Aufwandes, der zur selbstkonsistenten L&sung der
mikroskopischen FEilenberger-Gleichungen notwendig ist, sind die Laufzeiten des erstell-
ten Programmes trotz aller eingesetzten Verfahren erheblich. Fiir die Berechnung einer
einzigen selbstkonsistenten zweidimensionalen Konfiguration, die einem Punkt auf einer
Strom-Phasen-Beziehung entspricht, liegt die Rechenzeit bei Verwendung eines aktuellen
Ein-Prozessor-Arbeitsplatzrechners in der Grofenordnung von einem Tag. Um dennoch Er-
gebnisse fiir eine groffe Anzahl an Parameterkombinationen angeben zu kénnen, wurde eine
erhebliche Anzahl an Arbeitsplatzrechnern und Workstations parallel eingesetzt. Die zuvor
beschriebene Portabilitdt des erstellten Programmes, die aus der Verwendung der Program-
miersprache C++ zusammen mit OpenMP resultiert, ermoglicht dabei die effiziente und
einheitliche Verwendung verschiedener Systeme und Architekturen.

Eine aktuelle Einfiihrung unter Beriicksichtigung der neuesten Version 2.5 des OpenMP-Standards ist
in Referenz [82] zu finden.
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3.8 Vergleich mit bekannten Resultaten

Das implementierte Programm wurde im Rahmen der vorliegenden Arbeit eingesetzt, um
Strom-Phasen-Beziehungen und kritische Stréme geometrischer Josephson-Kontakte mit
verschiedenen Engstellen-Geometrien fiir Supraleiter mit s- und d-Wellen-Symmetrie der
Paarwechselwirkung zu untersuchen. Um die Korrektheit des numerischen Codes sicherzu-
stellen, wurden zunéchst einige Testrechnungen durchgefiihrt, die dazu dienen, bekannte
Ergebnisse fiir s-Wellen-Supraleiter zu reproduzieren.

Als erster Test dient der Vergleich mit Ergebnissen der Ginzburg-Landau-Theorie fiir
den kritischen Strom eines diinnen Drahtes oder Filmgd™®] Bei dieser Rechnung wird die
als homogen angenommene Unterdriickung des Ordnungsparameters durch eine endliche
suprafluide Geschwindigkeit in einem diinnen Draht oder Film untersucht. Fiir die Amplitude
des Ordnungsparameters |¢| folgt

(WD) = v3.(T) (3.60)

1— <€(T);n*vs>2

mit der Amplitude des Ordnungsparameters im bulk 1o (T), der Ginzburg-Landau-
Kohirenzlinge £2(T) = h?/(2m*|a(T)|) sowie dem Betrag der suprafluiden Geschwindigkeit
vs = |vgs|. Die Abhéngigkeit der Stromdichte von der suprafluiden Geschwindigkeit folgt
dann aus

i = 2elp*vs (3.61)

wobei das Maximum beziiglich der Variation von v den kritischen Strom liefert. Nahe der
Sprungtemperatur 7T, und bei Verwendung einer Geometrie ohne Engstelle sowie mit late-
raler Ausdehnung W < Ap reproduziert die im Rahmen dieser Arbeit entwickelte Methode
die Ergebnisse der Ginzburg-Landau-Rechnung.

Ein zweiter, rigoroserer Test besteht im Vergleich mit einer Doppler—Shift—RechnungiE
Dazu werden die Selbstkonsistenz-Bedingungen der quasiklassischen Theorie, gegeben durch
die Gap-Gleichung und die Stromgleichung , im bulk mit einem homogenen Pha-
sengradienten

i€y = ien — ng -Vo(z) (3.62)
gelost. Dies filihrt, wie die zuvor beschriebene Ginzburg-Landau-Rechnung, zu einer homoge-
nen Unterdriickung des Paarpotentials, wobei der Giiltigkeitsbereich jedoch nicht auf Tem-
peraturen nahe T, beschrinkt ist. Mit diesem homogenen Phasengradienten kénnen Gap-
und Stromgleichung im bulk gelost werden (siehe Abb. . Bei Verwendung einer Geome-
trie ohne Engstelle sowie mit W < Ap, decken sich die Ergebnisse perfekt mit denen des im
Rahmen dieser Arbeit entwickelten Programmes.

Ein dritter Test besteht darin, die Ergebnisse mit denen fiir eine ballistische Mikro-
briicke nach Zareyan, Kolesnichenko und Omelyanchouk zu vergleichen; diese wurden in
Abschnitt beschrieben. Allerdings miissen dazu die Randbedingungen der in dieser
Arbeit verwendeten Methode leicht angepasst werden. Wird fiir die Realisierung der Rand-
bedingungen am linken und rechten Ende des Kanals (bei # = +L/2) nicht die beschriebene
periodische Fortsetzung verwendet, sondern die Werte Az g = Ao (T)eT?7/2 fest vorgege-
ben, und wird eine Geometrie ohne Engstelle verwendet, so kann der gesamte Kanal mit der
ballistischen Mikrobriicke aus der Arbeit von Zareyan et al. identifiziert werden. Nahe der
kritischen Temperatur T,., dem Giiltigkeitsbereich der Losung von Zareyan et al., konnen
die in Abschnitt 2:3.4] angegebenen Ergebnisse numerisch reproduziert werden.

158iehe dazu Kapitel 4.4 in Referenz [81]
16Zur Doppler-Shift-Methode, ihrer Ableitung aus der Riccati-Parametrisierung sowie zu einem kritischen
Vergleich mit der exakten Losung im Vortex-Zustand in s- und d-Wellen-Supraleitern siehe Referenz [83].
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Abbildung 3.7: Resultate der Doppler-Shift-Methode fiir einen Supraleiter mit s-Wellen-
Symmetrie der Paarwechselwirkung (x(pr) = 1). Amplitude des Paarpotentials in (a) und
Stromdichte in (b) bei einem homogenen Phasengradienten V¢ fiir Temperaturen von T =
0.17T. (blau) bis T = 0.9 T, (rot) in Schritten von 0.1 7. In (c) ist die resultierende maximale
oder kritische Stromdichte als Funktion der Temperatur dargestellt.
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Die Ergebnisse der durchgefithrten numerischen Rechnungen werden in den folgenden
Kapiteln préasentiert und diskutiert. Diese werden, soweit mdglich, mit fritheren Ergebnissen
sowie mit approximativen, aber analytisch 16sbaren Modellen verglichen.

In Kapitel [] wird der Josephson-Effekt an Mikrobriicken in einem s-Wellen-Supraleiter un-
tersucht. In diesem Kapitel werden die grundlegenden Mechanismen, die zum Auftreten des
Josephson-Effektes an Engstellen-Kontakten fiihren, diskutiert. Des Weiteren wird der Ein-
fluss der geometrischen Parameter, der Temperatur, des Parameters k = Ap/& und der
Einfluss eines duferen Magnetfeldes betrachtet.

In Kapitel [5] werden geometrische Josephson-Kontakte an d-Wellen-Supraleitern untersucht.
Hierbei werden insbesondere Effekte betrachtet, die nur bei Supraleitern mit d-Wellen-
Symmetrie auftreten und diese von s-Wellen-Supraleitern unterscheiden.

In Kapitel [6] wird ein geometrischer Josephson-Kontakt in einem d-Wellen-Supraleiter vor-
geschlagen, der allein aufgrund seiner speziellen Geometrie robuste intrinsische Phasendiffe-
renzen aufweist.



Kapitel 4

s-Wellen-Supraleiter: Mikrobrucke

In diesem Kapitel wird ein geometrischer Josephson-Kontakt bestehend aus einem Supra-
leiter mit s-Wellen-Symmetrie des Paarpotentials betrachtet. Bei s-Wellen-Symmetrie ist
der impulsabhéngige Anteil der Faktorisierung des Paarpotentials unabhéingig vom
Fermi-Impuls pg

x(pr) =1 (4.1)

und das Paarpotential A(r,pr) = A(r)x(pr) = A(r) ist nur vom Ort r abhéngig.

Die untersuchte Geometrie besteht aus einer rechtwinkligen Mikrobriicke entsprechend
Abbildung Im Folgenden wird zundchst anhand selbstkonsistenter Losungen der
Eilenberger-Gleichungen im Detail erklért, wie der Josephson-Effekt an einer Engstelle ent-
steht (Abschnitt . Des Weiteren wird der Einfluss der Temperatur (Abschnitt , geo-
metrischer Parameter (Abschnitt[4.3), des Parameters k = A1, /& (Abschnitt[4.4) sowie eines
externen Magnetfeldes (Abschnitt untersucht.

Die wichtigsten Ergebnisse dieses Kapitels sind in Referenz [84] verdffentlicht.
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Abbildung 4.1: Modellgeometrie zur Untersuchung eines Engstellen-Josephson-Kontaktes in
einem Supraleiter mit s-Wellen-Symmetrie des Paarpotentials. Die Engstelle in der Form
einer rechtwinkligen Mikrobriicke ist durch die Lange 2] und die Breite 2w definiert und in
einen Kanal der Breite W eingebettet.

4.1 Der Josephson-Effekt an Engstellen-Kontakten

In diesem Abschnitt werden Ergebnisse ohne die Bertiicksichtigung elektromagnetischer
Selbstkonsistenz (k = 0o0) sowie ohne dufteres Magnetfeld (By = 0) présentiert, um die fiir
das Auftreten des Josephson-Effektes an einem Engstellen-Kontakt relevanten Mechanismen
im Detail zu untersuchen. Weiterhin werden dazu zunéchst feste Werte fiir die geometrischen

93
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Parameter verwendet (2 = 2w = 0.314 ) und es wird eine Temperatur von T' = 0.5 T ein-
gestellt. Die Abmessungen des Abschnittes, fiir den die Eilenberger-Gleichungen numerisch
gelost werden, werden zu L = 6.28 §y und W = 3.14 &y gewahlt. Am Ende dieses Abschnittes
wird der Einfluss der Grofen L und W diskutiert.
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Abbildung 4.2: Amplitude und Phase des Paarpotentials in (a) und (b) sowie die Stromdichte
in (c¢) fiir verschwindende Phasendifferenz v = 0. Die Geometrie der Engstelle ist jeweils
durch die roten Linien ersichtlich. In (c) ist die Stromdichte dargestellt, die fiir v = 0
iiberall verschwindet.
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Abbildung 4.3: Amplitude und Phase des Paarpotentials in (a) und (b) sowie die Strom-
dichte in (c) bei einer endlichen Phasendifferenz (hier exemplarisch v = 0.97). In (¢) ist in
beiden rédumlichen Richtungen jeweils nur jeder fiinfte tatséchlich berechnete Gitterpunkt
eingezeichnet; die Grauabstufung ist dabei proportional zum Betrag der Stromdichte.

In den Abbildungen .2 und [£.3] sind die Amplitude und die Phase des Paarpotentials
sowie die Stromdichte fiir verschwindende Phasendifferenz (y = 0) sowie fiir eine endliche
Phasendifferenz (hier exemplarisch v = 0.9 7) dargestellt. Bei einer verschwindenden Phasen-
differenz (Abb. nimmt die Amplitude des Paarpotentials {iberall den bulk-Wert A (T')
an und ist konstant. Die Phase ist ebenfalls konstant und folglich verschwindet die Strom-
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dichte iiberall. Im Fall einer endlichen Phasendifferenz (Abb. ist die Amplitude des
Paarpotentials lokal in der Engstelle stark verringert. Die Phasendifferenz fillt im Wesent-
lichen im Bereich der Engstelle ab, wihrend die Phase in grofserer Entfernung der Engstelle
schwach variiert. Es ergibt sich eine hohe Stromdichte in der Engstelle, wiahrend sich auf-
grund des grofseren Querschnittes in einiger Entfernung der Engstelle eine vergleichsweise
schwache, homogene Stromdichte einstellt.

Der Gleichstrom-Josephson-Effekt wird durch die Strom-Phasen-Beziehung charakteri-
siert. Die in den Abbildungen und exemplarisch fiir zwei Werte der Phasendifferenz
dargestellten Grofien miissen demnach fiir beliebige Phasendifferenzen im Intervall € [0, 7]
betrachtet werden. Fiir die gewéihlte Geometrie sind dazu in Abbildung [£.4fa) und (b) Am-
plitude und Phase des Paarpotentials entlang der z-Achse entsprechend Abbildung [£.1] fiir
verschiedene Werte der Phasendifferenz v dargestellt. Die entsprechenden Stromdichten ent-
lang der z-Achse sind in Teilabbildung (c) abgebildet.

Wie aus Abbildung [4.4] ersichtlich wird, flieft mit zunehmender Phasendifferenz ein im-
mer stirkerer Strom durch die Engstelle. Die Konzentration der Strome in der Engstelle
fiihrt lokal zu hohen Stromdichten, die Paarbrechung und somit eine Unterdriickung der
Amplitude des Paarpotentials bedingen. Die Unterdriickung der Amplitude des Paarpoten-
tials wiederum limitiert den Strom, der iiber den Kontakt flieffen kann. Gleichzeitig fithrt die
Unterdriickung der Amplitude des Paarpotentials zu einer teilweisen Entkopplung der linken
und der rechten Halfte der Geometrie. Die Unterdriickung der Amplitude des Paarpotentials,
die durch die Konzentration der Strome in der Engstelle hervorgerufen wird, fithrt damit zum
Auftreten des Josephson-Effektes in Engstellen-Kontakten. Die fiir den Josephson-Kontakt
relevante teilweise Entkopplung der Elektroden wird bei einem Engstellen-Kontakt durch
die Konzentration der fliefenden Strome in der Engstelle hervorgerufen.

So lange die Phasendifferenz v und damit die Stromdichte klein sind, ist die Unter-
driickung der Amplitude des Paarpotentials vernachlissigbar. In diesem Bereich entspricht
die selbstkonsistent berechnete Verteilung der Phase der Losung einer Laplace-Gleichung mit
Neumannschen Randbedingungen (f- V¢ = 0) entsprechend London-Theorie, d. h. lokaler
Elektrodynamik. Die Begriindung fiir die Giiltigkeit einer Laplace-Gleichung fiir die Phase
des Paarpotentials im Rahmen lokaler Elektrodynamik wird im Folgenden kurz dargestellt.
Aufgrund der Annahmen By = 0 und x = oo verschwindet das Magnetfeld im Inneren des
Supraleiters lokal:

B(r) = VxA(r) =0

Deshalb kann das Vektorpotential in London-Eichung, d. h. mit einem reellen Paarpotential
A(r), als Gradient einer skalaren Funktion ¢(r) geschrieben werden:

P
A = ——
(1) = —32V6(r)
In London-Theorie gilt
©) = " A
J - me
und damit 2 g
. nse 0
= —V
i) = 25 20v(n)

Aufgrund von V-j(r) = 0 folgt sofort, dass die Funktion ¢(r) eine Laplace-Gleichung erfiillen
muss:

V- (Vé(r) = 0

Des Weiteren muss die Normalkomponente der Stromdichte an Oberflichen verschwinden
(0 - j(r) = 0) und folglich gelten die erwidhnten Neumannschen Randbedingungen fiir die
Funktion ¢(r).
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Die bisher nicht ndher bestimmte skalare Funktion ¢(r) kann aufgrund der Eichfreiheit der
Riccati-Gleichungen beziiglich der Eichtransformation

A(r) — Ar)=A(r)e®
A~ A()=Al) + 5 Vo)

mit der Phase des komplexen Paarpotentials A(r) = A(r)e?*™) identifiziert werden. Mit
dieser Eichtransformation verschwindet das transformierte Vektorpotential A(r), was exakt
der vorliegenden Situation (By = 0, K = o00) entspricht, und die Funktion ¢(r) ist die
Phase des transformierten Paarpotentials A(r). Nach dieser Eichtransformation entspricht
die Eichung genau der in der vorliegenden Rechnung gewihlten und die Funktion ¢(r) wird
tatséchlich mit der Phase des Paarpotentials identifiziert.

Mit wachsender Phasendifferenz wéchst die Stromdichte und damit die Unterdriickung
der Amplitude des Paarpotentials in der Engstelle. Dadurch wachsen auch die Abweichungen
der Phasenverteilung von der Losung einer Laplace-Gleichung. Bei einer Phasendifferenz
von v = 7 fillt die gesamte Phasendifferenz in der Engstelle ab und die Amplitude des
Paarpotentials ist lokal vollstdndig unterdriickt. Damit verschwinden die Strome {iber die
Engstelle bei v = 7.

Die Strom-Phasen-Beziehung, die aus einer Integration der Stromdichte {iber einen Quer-
schnitt der Geometrie fiir alle Werte der Phasendifferenz ~y resultiert, ist in Abbildung a)
dargestellt. Fiir kleine Phasendifferenzen wéchst der Strom zunéchst linear mit v an. Fiir
die hier gewdhlten Parameter wird der kritische Strom bei etwa v ~ 0.71 7 erreicht. Fiir
grofsere Phasendifferenzen fillt der Gesamtstrom wieder ab und verschwindet bei v = 7.
Die fiir die verwendeten Parameter resultierende Strom-Phasen-Beziehung zeigt deutliche
Abweichungen von einer sinusférmigen Abhéngigkeit; diese Abweichungen werden in den
folgenden Abschnitten im Detail untersucht.

In Abbildung b) ist die lokale Zustandsdichte im Zentrum der Engstelle dargestellt.
Fiir v = 0 entspricht diese zunéchst der lokalen Zustandsdichte im bulk. Mit zunehmender
Phasendifferenz entstehen ausgepragte gebundene Andreev-Zusténde innerhalb der Ener-
gieliicke (|F| < Aw(T)). Die Energie dieser gebundenen Zustdnde nimmt mit wachsender
Phasendifferenz « ab. Bei der maximalen Phasendifferenz von v = 7 liegen sie bei E = 0 und
weisen das ausgeprigteste lokale Maximum auf. Bei mittleren Phasendifferenzen zeigt die
lokale Zustandsdichte weitere Substrukturen; diese werden im folgenden Abschnitt genauer
diskutiert.

Die gebundenen Andreev-Zusténde reprasentieren phasenkohdrente Quasiteilchen, die
den Strom iiber den Josephson-Kontakt tragen. Auf einer Seite des Kontaktes einlaufende
Cooper-Paare werden in Quasiteilchen-Zusténde umgewandelt, die phasenkohérent iiber den
Kontakt fliefen. Auf der anderen Seite des Kontaktes bilden diese Quasiteilchen-Zustdnde
wieder ein Cooper-Paar. Damit tragen die gebundenen Andreev-Zustinde den Strom iiber
einen Engstellen-Josephson-Kontakt.

Durch die Betrachtung der Amplitude und der Phase des Paarpotentials sowie der Stro-
me und der lokalen Zustandsdichte resultiert ein geschlossenes Bild des Josephson-Effektes
an einem Engstellen-Kontakt. Die teilweise Entkopplung der beiden Elektroden, die einen
Josephson-Kontakt ausmacht, ist eine Folge der starken Konzentration der Strome in der
Engstelle. Aufgrund dieser teilweisen Entkopplung ist eine starke Variation der Phase in der
Engstelle moglich und die Strome verschwinden bei Phasendifferenzen , die ganzzahlige
Vielfache von 7 sind. Gleichzeitig entstehen durch die starke Variation der Phase gebundene
Andreev-Zustinde, die den Strom iiber den Kontakt tragen.
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Abbildung 4.4: Josephson-Effekt an einem Engstellen-Kontakt mit 2/ = 2w = 0.314 &y bei
T = 05T, mit By = 0 und x = co. In (a) und (b) sind die Amplitude und die Phase
des Paarpotentials entlang der z-Achse der Geometrie aus Abbildung fiir verschiedene
Werte der eichinvarianten Phasendifferenz - dargestellt. In (c) ist die Stromdichte entlang
der z-Achse fiir die selben Werte der Phasendifferenz abgebildet. Die Linge der Engstelle
ist jeweils durch die gestrichelten vertikalen Linien angedeutet.
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Abbildung 4.5: Die Strom-Phasen-Beziehung zu Abbildung ist in (a) dargestellt, wobei
der kritische Strom durch die gestrichelten Linien hervorgehoben ist. Die entsprechende
lokale Zustandsdichte im Zentrum der Engstelle (z = 0, y = 0) ist in (b) abgebildet.

Die Bedeutung von gebundenen Andreev-Zustéanden fiir ein detailliertes Bild des Cooper-
Paar-Tunnelns in Josephson-Kontakten wurde bereits von I. O. Kulik [85] und C. Ishii [86,87]
erkannt. Dieses Bild beinhaltet die sogenannte Andreev-Reflexion [88-91] an den Ubergiin-
gen zwischen dem Josephson-Kontakt und den Elektroden, bei der Cooper-Paare in phasen-
kohérente Quasiteilchen umgewandelt werden, und umgekehrt. Die gebundenen Andreev-
Zusténde reprisentieren demnach umlaufende elektronenartige und lochartige Quasiteilchen-
anregungen innerhalb des Josephson-Kontaktes, die in jedem Umlauf ein Cooper-Paar iiber
den Kontakt transferieren. Folglich wird der Stromtransport iiber einen Josephson-Kontakt
von gebundenen Andreev-Zusténden getragen.

Fiir dieses Bild des Stromtransportes iiber einen Josephson-Kontakt ist die genaue Kennt-
nis der gebundenen Andreev-Zusténde im Kontakt und seiner Umgebung von grundlegender
Bedeutung. Diese Tatsache hat dazu gefiihrt, dass die lokale Zustandsdichte fiir verschiedene
Arten von Josephson-Kontakten untersucht wurde. So wurden unter anderem in den Refe-
renzen [72, 92| Engstellen-Kontakte untersucht, SNS-Kontakte in den Referenzen [85-87],
SNS- und SIS-Kontakte in den Referenzen [93-96] sowie SNS- und SFS-Kontakte mit s- und
d-Wellen-Symmetrie in Referenz [97ﬂ In der vorliegenden Arbeit wird die lokale Zustands-
dichte in Engstellen-Josephson-Kontakten erstmals anhand selbstkonsistenter Lésungen mi-
kroskopischer Theorie fiir eine realistische zweidimensionale Geometrie untersucht.

IHierbei steht S fiir Supraleiter, N fiir Normalleiter, I fiir Isolator und F fiir Ferromagnet.
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Abbildung 4.6: Skizze zum S-N-S-Modell fiir das Paarpotential. Fiir eine exemplarische Tra-
jektorie ausgehend vom Aufpunkt (zg = 0, yo) mit dem Orientierungswinkel 6 sind die
Richtungen angedeutet, entlang derer die Riccati-Amplituden a(s) und b(s) integriert wer-
den miissen.

Um die Bedeutung der Selbstkonsistenz zu verdeutlichen, werden die selbstkonsistenten
Ergebnisse im Folgenden mit einem einfachen nicht-selbstkonsistenten Modell fiir Amplitude
und Phase des Paarpotentials verglichen. Bei diesem Modell wird im Kontakt eine vollstan-
dig unterdriickte Amplitude des Paarpotentials angenommen, wihrend diese aufserhalb der
Engstelle voll ausgebildet sein soll:

Ano(T)e /2 < 1
Alr) = {0, 2] <1 (4.2)
Aso(T) et /2 2> 41

Zur Berechnung von Strom-Phasen-Beziehungen mit diesem Supraleiter-Normalleiter-
Supraleiter- bzw. S-N-S-Modell, muss die Stromdichte bei x = 0 auf dem Querschnitt
der Engstelle berechnet und {iber diesen integriert werden. Da das Paarpotential in
diesem Modell abschnittsweise konstant ist, besteht die Aufgabe darin, die Riccati-
Differentialgleichungen mit konstanten Koeffizienten A und ¢,, zu l6sen. Das Vorgehen zur
allgemeinen analytischen Berechnung der Riccati-Amplituden a(s) und b(s) aus den Riccati-
Differentialgleichungen im speziellen Fall konstanter Koeffizienten ist in Anhang [D] darge-
stellt.

Werden die Riccati-Amplituden fiir das S-N-S-Modell auf dem Querschnitt der Engstelle
bei & = 0 gesucht, so liegt entlang jeder Trajektorie fiir || > [ ein konstantes Paarpotential
vor, und ebenso fiir den gesamten Abschnitt innerhalb der Engstelle, also fiir |z| < I (sie-
he Abb. . Deshalb miissen fiir jede Trajektorie drei Abschnitte stiickweise konstanten
Paarpotentials beriicksichtigt werden: x < —I, || <! und x > .

Setzt man die allgemeinen Losungen aus Anhang [D] fiir die vorliegende Situation ein, so
resultieren bei x = 0 folgende Ausdriicke:

Ao (T) eF/2 ( 2len| 1 )
a s=0) = exp | — 4.3
L,R( ) e+ V2 + A (T P hop cosf ( )
Ao (T) e*1/? < 2en| 1 )
b s=0) = exp | — 4.4
Lrls=0) = e e (5 (4.4)
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Abbildung 4.7: Strom-Phasen-Beziehung in (a) und lokale Zustandsdichte im Zentrum der
Engstelle (x = 0, y = 0) in (b) fiir das nicht-selbstkonsistente S-N-S-Modell aus Glei-
chung . Die selbstkonsistent berechnete Strom-Phasen-Beziehung aus Abbildung a)
ist zum Vergleich in Teilabbildung (a) nochmals dargestellt. Es wurden die selben Parameter
wie fiir die Abbildungen und verwendet.

Hierbei bezeichnen die Indizes L und R Loésungen aus den Bereichen x < 0 bzw. x > 0,
die Amplitude des Paarpotentials im bulk ist mit A, (T) bezeichnet und 6 ist der beziiglich
der z-Achse gemessene Winkel der Trajektorien. Die Reflexionen der Trajektorien in der
Engstelle, die je nach Orientierungswinkel 6 auftreten, beeinflussen die effektive Lange des
Abschnittes der Trajektorie im Bereich |z| < [ nicht und miissen deshalb im Fall eines s-
Wellen-Supraleiters nichts explizit beriicksichtigt werden. Die ausgehend von der y-Achse
gemessene halbe Linge der Engstelle [ geht iiber das Argument der Exponentialfunktion
in die Losungen ein, wihrend die Breite der Engstelle bei der Integration der Stromdichte
iiber den Querschnitt der Engstelle ins Spiel kommt. Da die Lésungen und nicht
von der Position auf der y-Achse abhéngen, vereinfacht sich die Integration der Stromdichte
iber den Querschnitt zu einer Multiplikation mit der Breite 2w.

Mit diesen Losungen fiir die Riccati-Amplituden kénnen die Komponenten des quasiklas-
sischen Propagators analytisch angegeben und ausgewertet werden. Durch Auswertung der
Stromgleichung fiir Phasendifferenzen « € [0, 7] kann die Strom-Phasen-Beziehung bestimmt
werden. Ebenso kann die lokale Zustandsdichte im Zentrum der Engstelle berechnet werden.
Entsprechende Ergebnisse sind in Abbildung [£.7] dargestellt, wobei die verwendeten Para-
meter [, w und T identisch mit denen fiir die selbstkonsistenten Ergebnisse in den vorher-
gehenden Abbildungen [£.4] und [£.5] dieses Abschnittes sind.



62 4 s-WELLEN-SUPRALEITER: MIKROBRUCKE

Verwendet man das nicht-selbstkonsistente Modell fiir das Paarpotential, so geht man
implizit davon aus, dass eine schwache Kopplung der beiden Elektroden vorliegt. Dies recht-
fertigt die Unterdriickung der Amplitude des Paarpotentials in der Engstelle und erlaubt ei-
ne stark lokalisierte Variation der Phase. Im Fall des nicht-selbstkonsistenten S-N-S-Modells
geht die schwache Kopplung damit als Annahme in das Modell ein, wiahrend diese bei den
selbstkonsistenten Rechnungen ohne weitere Annahmen als Ergebnis folgt.

Fiir das nicht-selbstkonsistente S-N-S-Modell resultiert eine wesentlich sinusférmigere
Strom-Phasen-Beziehung, da fiir das Paarpotential bei x = +[ die bulk-Werte vorgegeben
sind. Im Gegensatz dazu fillt in der selbstkonsistenten Losung ein Teil der Phasendifferenz
im breiteren Kanal ab und die effektive Phasendifferenz in der direkten Umgebung der
Engstelle ist kleiner (siehe Abb. [4.4[Db)).

Die Position der gebundenen Andreev-Zustéinde in der lokalen Zustandsdichte bei Ver-
wendung des nicht-selbstkonsistenten S-N-S-Modells entsprechend Gleichung , darge-
stellt in Abbildung (b)7 spiegelt die Tatsache, dass die Strom-Phasen-Beziehung stéirker
sinusformig ist, wider. Des Weiteren zeigen die gebundenen Zusténde im Gegensatz zu den
selbstkonsistenten Ergebnissen keine Substruktur.

Zum Abschluss dieses Abschnittes soll die Frage geklart werden, welchen Einfluss die
Breite W des Kanals sowie die Linge L des Abschnittes des Kanals haben, fiir den die
Eilenberger-Gleichungen selbstkonsistent gelost werden.

Fiir die Breite W des Kanals ist diese Frage direkt zu beantworten und bei allen Resul-
taten einfach kontrollierbar. Das Kriterium fiir eine ausreichende Breite W ist, dass diese
wesentlich grofier als die Breite der Engstelle w sein sollte, so dass die Stromdichte und damit
die Unterdriickung der Amplitude des Paarpotentials im Kanal (weit weg von der Engstelle)
vernachldssigbar sind. Fiir die in diesem Abschnitt gewéhlten Parameter ist W/(2w) = 10.
Folglich ist die Stromdichte aufgrund der Stromerhaltung in der Engstelle im Vergleich zum
breiteren Kanal zehnfach tiberhéht und weit entfernt von der Engstelle entsprechend schwach
(siche Abb. [4.4]c)). Dies fiihrt zu einer vernachléissigbar schwachen Unterdriickung der Am-
plitude des Paarpotentials am linken bzw. rechten Ende des Kanals (siehe Abb. [£.4)a)).

Die Lénge L des Abschnittes des Kanals muss ausreichend grofs gewéhlt sein, so dass die
durch die Engstelle hervorgerufene Stérung im Paarpotential innerhalb der Linge L abklin-
gen kann. Da die charakteristische Léngenskala fiir die Variation des Paarpotentials durch
die Kohérenzlénge &y gegeben ist, reicht eine Lénge L in der Grofenordnung einiger &, aus.
Anhand exemplarischer Rechnungen kann gesehen werden, dass die funktionale Form der
Strom-Phasen-Beziehung von der Wahl der Lénge L abhéngt. In Abbildung [4.§) sind fiir
verschiedene Werte von L die Strom-Phasen-Beziehungen in (a) sowie die Amplitude des
Paarpotentials im Zentrum der Engstelle in (b) fiir die in diesem Abschnitt verwendeten
Parameter (21 = 2w = 0.314&y, T = 0.57T.) abgebildet. Mit zunechmender Lénge L weicht
die Strom-Phasen-Beziehung zunehmend von einer sinusférmigen Abhéngigkeit ab. Auch die
Eindeutigkeit bzw. Mehrdeutigkeit der Strom-Phasen-Beziehung ist nicht universell, sondern
von der Wahl der Lénge L abhéngig. Der kritische Strom I., definiert als das Maximum der
Strom-Phasen-Beziehung, ist jedoch ab einer gewissen Mindestldnge (hier ~ 6 &) unabhén-
gig von L.

Dieses Verhalten entspricht vollstindig der intuitiven Vorstellung, dass der kritische
Strom eine charakteristische (unverénderliche) Eigenschaft des untersuchten Josephson-
Kontaktes ist, wihrend die Strom-Phasen-Beziehung von der Wahl der Punkte, zwischen
denen die Phasendifferenz gemessen wird, abhéngt. Bei einer sehr grofsen Lénge L charak-
terisiert die Strom-Phasen-Beziehungen nicht allein den Josephson-Kontakt, sondern bein-
haltet auch den Einfluss der langen Zuleitungen zum eigentlichen Kontakt. Diese limitieren
zwar nicht den kritischen Strom der gesamten Anordnung, fiihren aber zu einer verdnder-
ten Form der Strom-Phasen-Beziehungen, da auch in den langen Zuleitungen ein endlicher
Phasengradient vorliegt.
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Abbildung 4.8: Fiir verschiedene Werte der Lange L ist die Strom-Phasen-Beziehung in (a)
und die Amplitude des Paarpotentials im Zentrum der Engstelle (x = 0, y = 0) in (b) darge-
stellt. Die ibrigen Parameter werden hierzu entsprechend der zu Beginn dieses Abschnittes
genannten Werte festgehalten (21 = 2w = 0.314 &y, T = 0.5T,, By = 0, k = 00). Die tatséch-
lich berechneten Punkte sind durch die durchgezogenen Linien verbunden; die gestrichelten
Linien deuten die instabilen Aste an.

Bei dem S-N-S-Modell wird das Paarpotential per Annahme bei x = =+l auf
die bulk-Werte fixiert. Damit kann dieses Modell als der Grenzfall minimaler Lénge L
mit L = 2] betrachtet werden. Fiir dieses Modell folgen immer eindeutige Strom-Phasen-
Beziehungen, wihrend im Rahmen der selbstkonsistenten Rechnungen mehrdeutige Strom-
Phasen-Beziehungen méglich sind. In Kapitel [6] wird eine spezielle Engstellen-Geometrie
eines d-Wellen-Supraleiters betrachtet. Fiir diese werden die Ergebnisse selbstkonsistenter
Rechnungen im Detail mit den Ergebnissen eines nicht-selbstkonsistenten Stufenmodells ver-
glichen und es wird genauer auf die Eindeutigkeit bzw. Mehrdeutigkeit der Strom-Phasen-
Beziehungen eingegangen.
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4.2 Temperaturabhangigkeit

In diesem Abschnitt wird die Temperaturabhingigkeit des Josephson-Effektes an einem
Engstellen-Kontakt untersucht. Dazu werden fiir drei verschiedene Abmessungen der Eng-
stelle die Strom-Phasen-Beziehungen sowie die Amplitude des Paarpotentials im Zentrum
der Engstelle betrachtet. Aus den Strom-Phasen-Beziehungen werden weiterhin die kriti-
schen Strome fiir die drei Geometrien extrahiert. Fiir eine der drei Abmessungen wird zu-
sdtzlich die lokale Zustandsdichte im Zentrum der Engstelle gezeigt. Magnetfelder werden
dabei nicht betrachtet (By = 0, k = 00).

Die Strom-Phasen-Beziehungen sowie die Amplitude des Paarpotentials im Zentrum der
Engstelle sind in den Abbildungen [£.9] und fiir Temperaturen zwischen 7" = 0.1 7,
und 0.9 7, dargestellt. Bei Temperaturen nahe der Sprungtemperatur 7, sind die Strom-
Phasen-Beziehungen fiir alle Abmessungen nahezu sinusformig. Je tiefer die Temperatur,
desto grofer sind die Abweichungen von der einfachsten Form I = I.sin(y). Wie bereits
bemerkt, liefert die verwendete iterative Methode zur Lésung der Eilenberger-Gleichungen
nur stabile Losungen. Die instabilen Aste der Strom-Phasen-Beziechungen sowie der entspre-
chenden Variation der Amplitude des Paarpotentials im Zentrum der Engstelle sind in den
Abbildungen [£.9] und [£:10] durch die gestrichelten Linien angedeutet.

Unterhalb einer bestimmten Temperatur und ab einer bestimmten Ausdehnung der Eng-
stelle werden die Strom-Phasen-Beziechungen mehrdeutig. Fiir die Abmessungen 2] = 2w =
0.314 ¢, fiir die die Strom-Phasen-Beziehungen in Abbildung b) dargestellt sind, ist dies
fiir den verwendeten Wert von L = 6.28 £, beispielsweise unterhalb von T ~ 0.3 T, der Fall.
Eine mehrdeutige Strom-Phasen-Beziehung impliziert unter Umsténden, dass die Strome
fiir Phasendifferenzen von v > 7 weiter ansteigen. Dieser Ubergang zu mehrdeutigen Strom-
Phasen-Beziehungen und einem ldngeren Bereich von Phasendifferenzen, fiir den die Strome
niherungsweise linear ansteigen, ist charakteristisch fiir den Ubergang vom Josephson-Effekt
zum Stromfluss in einem ausgedehnten Supraleiter.

In Abbildung [f.11] ist die kritische Stromdichte, definiert als das Maximum der Strom-
Phasen-Beziehung dividiert durch die Breite der Engstelle, fiir die drei betrachteten Ab-
messungen in Abhéngigkeit der Temperatur T dargestellt. Die Abbildung stellt dabei die
Ergebnisse der selbstkonsistenten Rechnungen denen des S-N-S-Modells gegeniiber.
Zum Vergleich ist zusétzlich das Resultat fiir einen Tunnelkontakt nach Ambegaokar und
Baratoff (aus Abschnitt sowie das Resultat von Kulik und Omelyanchouk fiir eine
Mikrobriicke im sauberen Grenzfall (aus Abschnitt dargestellt.

Im Rahmen der selbstkonsistenten Losungen der Eilenberger-Gleichungen ebenso wie im
Rahmen des S-N-S-Modells wird das Resultat von Kulik und Omelyanchouk im Grenzfall
einer verschwindenden Ausdehnung der Engstelle (I,w — 0) reproduziert. Nahe der kriti-
schen Temperatur folgt in diesem Grenzfall die lineare Abhéngigkeit des kritischen Stromes
von der Temperatur, die sowohl das Resultat von Kulik und Omelyanchouk als auch das
Resultat von Ambegaokar und Baratoff aufweisen.

Betrachtet man die kritischen Stromdichten, so verringern diese sich mit zunehmender
Ausdehnung der Engstelle. Dies ist versténdlich, da bei einer zunehmenden Ausdehnung
der Engstelle die Amplitude des Paarpotentials in einem réumlich ausgedehnteren Bereich
unterdriickt wird und somit nur noch schwiichere Stréome fliefen kénnen. Fiir endliche Aus-
dehnungen der Engstelle weicht das Verhalten des kritischen Stromes nahe der Sprungtem-
peratur T, vom linearen Verhalten ab und wird mit zunehmender Ausdehnung der Engstelle
zunehmend positiv gekriimmt. Dieses Verhalten bei Beriicksichtigung der endlichen Ausdeh-
nung der Engstelle ist sowohl in den selbstkonsistent berechneten Ergebnissen als auch in
den Resultaten des S-N-S-Modells enthalten. Im Rahmen des S-N-S-Modells fallt die kriti-
sche Stromdichte mit zunehmender Ausdehnung der Engstelle allerdings stérker ab, da eine
vollstandige Unterdriickung des Paarpotentials in der Engstelle angenommen wird. Dennoch
approximiert das S-N-S-Modell die selbstkonsistent berechneten Ergebnisse auch quantitativ
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in sehr guter Naherung, insbesondere im Fall einer kurzen Mikrobrﬁckeﬂ

Der Grenzfall [, w — 0 wird oft als Punktkontakt bezeichnet. Fiir diesen Grenzfall kon-
nen die Eilenberger-Gleichungen mit der Riccati-Parametrisierung analytisch gelést und das
Resultat von Kulik und Omelyanchouk einfach abgeleitet werden. Dazu geht man von zwei
supraleitenden Halbrdumen aus, die in einem Punkt verbunden sein sollen. Dieses Modell
ist in dem bereits verwendeten S-N-S-Modell als Grenzfall [, w — 0 enthalten.

Bezeichnet man den linken bzw. rechten Halbraum mit den Indizes L und R, dann
vereinfacht sich das S-N-S-Modell im Grenzfall [,w — 0 zu

Apr = Aoo(T)eT/? (4.5)

Fiir die Riccati-Amplituden folgt damit:

Ao (T) eFin/2
a s=0) = 4.6
N o
Ao (T etin/2
bL7R(S = 0) = ( ) (47)

en + /e + A (T)?

Berechnet man mit diesen Ausdriicken die Komponente des quasiklassischen Propagators
g(r,pr,ic,) nach Gleichung und setzt diese in die Stromgleichung ein, so
folgt das Ergebnis fiir die Strom-Phasen-Beziehung von Kulik und Omelyanchouk, Glei-
chung bzw. Abbildung Das Maximum der Strom-Phasen-Beziehung liefert den
kritischen Strom, der in Abbildung 2:4] und in Abbildung [£.11] dargestellt und mit Kulik-
Omelyanchouk (KO) bezeichnet ist.

Die Ergebnisse fiir den kritischen Strom in Abhéngigkeit der Temperatur lassen sich mit
den Messungen an Niob-SQUID-Strukturen von S. K. H. Lam et al. [19] vergleichen, die
in Abbildung [2.1] wiedergegeben wurden. Die von Lam et al. hergestellten Mikrobriicken
weisen effektive Breiten von etwa 40 — 170 nm auf, was fiir Niob etwa 1 — 4 &y entspricht
(mit £ ~ 40nm nach [98]). Diese Breiten fallen in den Bereich der fiir die Abbildungen
und verwendeten Parameter. Die gemessene Temperaturabhéngigkeit (Abb. [2.1))
entspricht in sehr guter Naherung den theoretischen Ergebnissen dieser Arbeit (Abb. [4.11)).
Um die Werte der kritischen Strome zu vergleichen, kénnen die in dieser Arbeit verwendeten
Einheiten fiir den Gesamtstrom, die in Abschnitt [3.6.6] angegeben wurden, umgeschrieben

werden: )
1\>® 1 [kpT,
TeN(0)vpkpT.Eod = ( ) 0 ( B )d

AL/ o\ Ao

Setzt man typische Werte fiir Niob ein (§y ~ 40nm, Ay =~ 38nm nach [98] und
Ag ~ 1.764 kpT,) sowie die Filmdicke der Strukturen von Lam et al. (d ~ 20nm, damit
ALeff = A2 /d ~ T2nm nach [65]), so folgt meN(0)vrpkpT.£od ~ 360 uA. Die effektive Breite
der beiden Mikrobriicken aus Abbildung c) und (d) betrigt etwa 80nm bzw. 50 nmE|
Dies entspricht etwa 2 &y bzw. 1.25&; und somit kdénnen ndherungsweise die Strom-Phasen-
Beziehungen aus Abbildung c) zum Vergleich herangezogen werden. Bei T = 0.1 T, folgt
mit dem angegebenen Zahlenwert fiir die Einheiten ein kritischer Strom von etwa 400 yA.
Dieser Wert ergibt eine sehr gute Ubereinstimmung mit den Messergebnissen fiir den kriti-
schen Strom der Strukturen aus Abbildung der fiir die zwei von Lam et al. charakteri-
sierten Mikrobriicken bei etwa 950 pA bzw. 400 uA lagﬂ

2Wie bereits erwahnt, geht die Breite der Mikrobriicke im Rahmen des S-N-S-Modells nur multiplikativ
bei der Integration des Stromes iiber den Querschnitt ein.

3In den Abbildungen a), (c) und (d) ist die Gold-Deckschicht zu sehen; die darunterliegende Niob-
Schicht ist auf beiden Seiten etwa 15 nm unteratzt.

4Bei diesem Vergleich ist zu beachten, dass im Fall von Niob eigentlich keine zylindrische Fermi-Fliche
vorliegt; flir die mit d ~ 20 nm sehr diinnen Filme ist die Verwendung einer effektiv zylindrischen Fermi-
Flache allerdings gerechtfertigt.
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Abbildung 4.9: Strom-Phasen-Beziehungen fiir drei verschiedene Ausdehnungen der Eng-
stelle: | = w = 0.0628¢&p in (a), | = w = 0.314&p in (b) sowie | = w = 1.57&p in (c).
Es sind jeweils die Temperaturen T' = 0.1, 0.3, 0.5, 0.7, 0.9 T, dargestellt. Die berechneten
Punkte sind durch die durchgezogenen Linien verbunden; die gestrichelten Linien deuten die
instabilen Aste an. Fiir (a) und (b) wurden L = 6.28 &, und W = 3.14 &, verwendet, fiir (c)
L =12.6& und W = 6.28&.
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Abbildung 4.10: Amplitude des Paarpotentials im Zentrum der Engstelle fiir drei ver-
schiedene Ausdehnungen der Engstelle bei verschiedenen Temperaturen. Darstellung und
sonstige Parameter entsprechend Abbildung [4:9]
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Abbildung 4.11: Kritische Stromdichte in Abhéngigkeit der Temperatur T fiir die drei Ab-
messungen aus den Abbildungen [4.9|und in (a) aus den selbstkonsistenten Rechnungen
sowie in (b) im Rahmen des S-N-S-Modells (£.2). Zum Vergleich sind die Ergebnisse nach
Ambegaokar und Baratoff fiir einen Tunnelkontakt (markiert mit AB, aus Abschnitt
sowie fiir eine Mikrobriicke im sauberen Grenzfall nach Kulik und Omelyanchouk (KO, aus

Abschnitt [2.3.3)) dargestellt.
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In Abbildung [£.12]ist die lokale Zustandsdichte fiir die Abmessungen 2 = 2w = 0.314¢
fiir die Temperaturen T' = 0.1 T, 0.5 T, sowie 0.9 T, dargestellt. Mit zunehmender Phasendif-
ferenz und damit zunehmenden Transportstromen iiber die Engstelle entstehen ausgepréagte
gebundene Andreev-Zusténde, deren Energie mit zunehmender Phasendifferenz abnimmt.
Bei den Temperaturen T'= 0.97, und 0.5 7T, befindet sich der gebundene Andreev-Zustand
fiir die Phasendifferenz v = 7 bei der Temperatur Eps = 0, was den eindeutigen Strom-
Phasen-Beziehungen entspricht. Bei der tiefsten betrachteten Temperatur (7' = 0.17,) liegt
der gebundene Andreev-Zustand auf dem stabilen Ast auch bei v = 7 noch bei einer
endlichen Energie; hier spiegelt sich die Mehrdeutigkeit der entsprechenden Strom-Phasen-
Beziehung wider.

Nahe der kritischen Temperatur folgt die Energie der gebundenen Zusténde in sehr guter
Niherung der Abhéngigkeit Eps = £A(T) cos(v/2) (siehe Abb.[£.12|c), rechts). Bei tiefe-
ren Temperaturen treten deutliche Abweichungen von diesem Verhalten auf, die die Mehr-
deutigkeit der Strom-Phasen-Beziehung widerspiegeln (siehe Abb. [£.12|a) und (b), rechts).

Vor allem bei tiefen Temperaturen weisen die gebundenen Andreev-Zustéande zusétzliche
Strukturen bei Energien oberhalb des Hauptmaximums auf. Diese resultieren aus Mehrfach-
reflexionen der Quasiteilchen in der Engstelle. Betrachtet man das Zentrum der Engstelle
und misst den Winkel der Trajektorien 6 beziiglich der z-Achse der Geometrie, so tritt eine
zusétzliche Reflexion der Trajektorien in der Engstelle jeweils bei den Winkeln 6,, mit

tan(,) = (2n + 1)%, n=0,1,2,... (4.8)
auf. Die Intervalle zwischen den Winkeln 6,, entsprechen jeweils einem lokalen Maximum des
gebundenen Zustandes. Mit jeder zusétzlichen Reflexion fillt die Phasendifferenz sprunghaft
iiber einem ldngeren Weg ab und der effektive Phasengradient entlang der Trajektorie wird
folglich sprunghaft kleiner. Daraus resultiert ein Beitrag zur lokalen Zustandsdichte bei einer
grofseren Energie, weshalb die Nebenmaxima der gebundenen Zusténde alle bei Energien
oberhalb der Energie des Hauptmaximums liegen.

Im Fall des S-N-S-Modells weisen die gebundenen Andreev-Zusténde keine weitere Struk-
tur auf (siche Abb. [£.7(b)). Dies resultiert direkt aus dem S-N-S-Modell fiir das Paarpoten-
tial, Gleichung . In diesem Modell spielen Mehrfachreflexionen innerhalb der Engstelle
keine Rolle, da die Phasendifferenz lokalisiert am linken bzw. rechten Ende der Engstelle
abfillt. Eine wachsende Anzahl an Mehrfachreflexionen flihrt damit nicht zu einem sprung-
haft verdnderten effektiven Phasengradienten entlang der Trajektorie und es ergibt sich im
Mittel ein einziges ausgeprégtes lokales Maximum in der Zustandsdichte.
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Abbildung 4.12: Lokale Zustandsdichte im Zentrum der Engstelle (z = 0, y = 0) bei verschie-
denen Werten der Phasendifferenz + fiir die Abmessungen 2] = 2w = 0.314 {p; in (a) ist die
Temperatur T = 0.1T¢, in (b) T = 0.5 T, sowie T = 0.97, in (¢). In den Abbildungen rechts
der Zustandsdichten ist die Energie der gebundenen Zustdnde Epg bei der jeweiligen Tem-
peratur (farbige Linien) sowie zum Vergleich die Abhéngigkeit Eps = A (T) cos(v/2)
(schwarze Kurven) abgebildet; die Punkte zu den Abbildungen links sind durch die Markie-
rung (x) hervorgehoben.
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4.3 Einfluss geometrischer Parameter

In diesem Abschnitt wird der Einfluss der geometrischen Parameter der Mikrobriicke auf den
Josephson-Effekt untersucht. Dazu werden die Lange der Engstelle 2/ sowie ihre Breite 2w
entsprechend Abbildung [£:1]bei einer festen Temperatur von 7" = 0.5 7. unabhéingig variiert.
Magnetfelder werden dabei nicht betrachtet (By = 0, k = 00).

In Abbildung [4.13((a) und (b) sind Strom-Phasen-Beziehungen sowie die entsprechenden
Amplituden des Paarpotentials im Zentrum der Engstelle fiir verschiedene Werte der Léange
der Engstelle 2] dargestellt. Der kritische Strom, der als das Maximum der Strom-Phasen-
Beziehungen folgt, ist in Teilabbildung (c) abgebildet.

Mit zunehmender Linge der Engstelle wird die Kopplung der beiden Elektroden schwé-
cher und die Amplitude des Paarpotentials wird auf einer ldngeren Strecke unterdriickt.
Dadurch flieken schwéchere Strome iiber den Kontakt und der kritische Strom nimmt mit
zunehmender Lange der Engstelle ab. Mit zunehmender Lange der Engstelle nimmt gleich-
zeitig die Relevanz der Selbstkonsistenz zu. Nur eine selbstkonsistente Losung kann die in
einem zunehmenden Bereich mehrdeutigen Strom-Phasen-Beziehungen und damit den rich-
tigen kritischen Strom liefern.

Fiir sehr grofte Langen | — oo wird die Amplitude des Paarpotentials in der Mikrobriicke
unabhéngig von den Elektroden und konstant, ebenso wie der Gradient der Phase. In die-
sem speziellen Fall liegt in der Mikrobriicke ein homogener Stromfluss und eine homogene
Unterdriickung der Amplitude des Paarpotentials vor. Folglich kann die in Abschnitt be-
schriebene Doppler-Shift-Methode verwendet werden, um den kritischen Strom im Grenzfall
I — o0 zu berechnen. Dieses asymptotische Ergebnis ist fiir die verwendete Temperatur von
T = 0.5T, in Abbildung c) eingezeichnet.

Abbildung c) zeigt, dass bei einer sehr kurzen Mikrobriicke aufgrund des Anschlusses
an die ausgedehnten Elektroden, in denen nahezu keine Unterdriickung der Amplitude des
Paarpotentials auftritt, ein erhdhter Strom flieffen kann. In diesem Fall ist der kritische Strom
gegeniiber der einfachen Abschitzung fiir den kritischen Strom einer Mikrobriicke, die der
kritischen Stromdichte im bulk multipliziert mit der Querschnittsfliche entspricht, mehr als
zweifach iiberhoht. Im Fall einer sehr langen Mikrobriicke wird diese einfache Abschétzung
aber aufgrund der mit der Lange der Mikrobriicke zunehmenden Unabhéngigkeit von den
Elektroden asymptotisch korrekt.
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Abbildung 4.13: Strom-Phasen-Beziechung (a) und Amplitude des Paarpotentials im Zentrum
der Engstelle (b) fiir verschiedene Werte der Lénge der Engstelle 2 bei festem w = 0.0314 &.
In (c) ist der kritische Strom als Funktion der Lange der Engstelle 2/ dargestellt. Linge und
Breite des Abschnittes des Kanals, fiir den die Rechnungen durchgefiihrt wurden, sind mit
L =12.6& sowie W = 6.28 ¢y gewéhlt.
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der Engstelle (b) fiir verschiedene Werte der Breite der Engstelle 2w bei festem [ = 0.0314 &.
In (c¢) ist der kritische Strom als Funktion der Breite der Engstelle 2w dargestellt. Linge
und Breite des Abschnittes des Kanals, fiir den die Rechnungen durchgefiihrt wurden, sind
mit L = 12.6 £, sowie W = 6.28 £y gewahlt.
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Abbildung 4.15: Strom-Phasen-Beziehungen aus Abbildung a), wobei zur Veranschau-
lichung mehrere Perioden der Kurven dargestellt sind. Durchgezogene Linien zeigen die
stabilen, gestrichelte Linien die instabilen Aste. Farben entsprechend Abbildung a).

Die Grenzfélle einer sehr kurzen bzw. einer sehr langen Mikrobriicke wurden von Ku-
lik und Omelyanchouk mit Ginzburg-Landau-Theorie untersucht [99]. Spéter wurden von
Zareyan et al. mit mikroskopischer Theorie Ausdriicke fiir den kritischen Strom in Abhé#n-
gigkeit der Lange der Mikrobriicke fiir Temperaturen nahe T, abgeleitet [36]. Diese wurden
in Abschnitt dargestellt und enthalten die Ergebnisse von Kulik und Omelyanchouk.
Die numerisch selbstkonsistent berechneten Ergebnisse aus Abbildung sind konsistent
mit den Ergebnissen von Kulik und Omelyanchouk sowie Zareyan et al.. Ausgehend von
einem endlichen Wert fallt der kritische Strom zunéchst linear, fiir groke Léngen mit 1/1
ab und n#hert sich einem konstanten Grenzwert fiir [ — oco. Die Methode der vorliegenden
Arbeit ist in ihrer Giiltigkeit jedoch nicht auf Temperaturen nahe T, beschriankt.

In Abbildung sind die Strom-Phasen-Beziehungen und die entsprechenden Werte
der Amplitude des Paarpotentials im Zentrum der Engstelle sowie die kritischen Strome
fiir verschiedene Werte der Breite der Engstelle 2w dargestellt. Die Breite der Engstelle
beeinflusst den Josephson-Effekt erwartungsgeméfs stark. Bei einer sehr schmalen Engstelle
ist die Kopplung der beiden Elektroden sehr schwach und die Strom-Phasen-Beziehung ist in
guter Naherung sinusformig. Mit zunehmender Breite der Engstelle wird die Kopplung der
Elektroden stérker und die Strom-Phasen-Beziehungen werden in einem wachsenden Bereich
mehrdeutig.

Da die Breite des Kanals, in den die Engstelle eingebettet ist, fiir die gezeigten Daten mit
W = 6.28 £, gewdhlt ist, ist fiir die Kurve mit der groften Breite 2w in Abbildung[£.14 keine
Einengung des Kanals mehr vorhanden (W = 2w). Damit zeigt diese Abbildung gleichzeitig
den Ubergang vom Josephson-Effekt an einer Engstelle zum Stromfluss in einem Supralei-
ter mit konstantem Querschnitt. Fiir kleine Breiten der Engstelle 2w ist die Kopplung der
Elektroden schwach und die Strom-Phasen-Beziehungen sind néherungsweise sinusférmig.
Im Fall eines Supraleiters mit konstantem Querschnitt ist die Strom-Phasen-Beziehung hin-
gegen mehrdeutig und hat mehrere stabile Aste. Zur Veranschaulichung des Ubergangs vom
Josephson-Effekt an einer Engstelle zum Stromfluss in einem Supraleiter mit konstantem
Querschnitt sind die Strom-Phasen-Beziehungen aus Abbildung [£.14(a) in Abbildung
fiir mehrere Perioden dargestellt.
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4.4 Abschirmungseffekte

In diesem Abschnitt wird der Einfluss des Parameters £ = A1, /&y auf den Josephson-Effekt
an einer Engstelle untersuchtﬂ Dazu werden in diesem Abschnitt Ergebnisse unter Beriick-
sichtigung von Magnetfeldern préasentiert, wobei es sich um die Magnetfelder handelt, die
von den in der Struktur flieflenden Strémen hervorgerufen werden.

In den vorangehenden Abschnitten wurden die Magnetfelder, die durch die Stréme hervor-
gerufen werden, vernachléssigt. Wie in Abschnitt bereits erwdhnt, entspricht dies dem
Grenzfall kK = oco. Da die lateralen Abmessungen der betrachteten Strukturen in der Gro-
fenordnung einiger Kohérenzlingen liegen, sind keine wesentlichen Anderungen zu erwarten,
solange k 2> 1. Fiir kleinere Werte von x ist jedoch mit einer drastische Verédnderung der
Stromverteilungen und der resultierenden Magnetfelder zu rechnen.

In Abbildung [£:16] ist die Stromdichte in der Umgebung der Engstelle beim kritischen
Strom fiir k = 1 sowie k = 0.1 dargestellt. Fiir die Berechnung dieser Konfigurationen
ist, wie fiir den gesamten Abschnitt, T = 0.57, sowie 2] = 2w = 0.314¢, gewéihlt. In
Abbildung [£.16[a) mit = 1 ist die Stromdichte iiber den Querschnitt des Kanals nahezu
konstant. In der Engstelle wird der Strom jedoch stark konzentriert. Fiir k = 0.1, dargestellt
in Abbildung [£.16](b), flieken die Stréme konzentriert an den Oberflichen der Probe und die
Stromverteilung im Kanal, in einiger Entfernung der Engstelle, ist vollstdndig verdndert. Da
die Eindringtiefe A\, = &y jedoch ndherungsweise der halben Breite der Engstelle entspricht,
ist die Stromverteilung in der Engstelle nahezu unverdndert und nach wie vor homogen.

Die entsprechenden Magnetfeldverteilungen der Stromverteilungen aus Abbildung [4.16
sind in Abbildung [£:17 dargestellt. Die starke Konzentration der Stréme an den Oberflichen
der Probe fiir k = 0.1 fiihrt zu einem verringerten Eindringen der Magnetfelder in das
Innere der Probe. Folglich entspricht die Konzentration der Strome an den Oberflichen der
Abschirmung der Felder, die durch die Strome selbst hervorgerufen werden. In der direkten
Umgebung der Engstelle, wo die Stromverteilung fiir k = 0.1 gegeniiber groferen Werten
fiir k nahezu unveréndert ist, ist auch die Magnetfeldverteilung unverdndert. Es ist also
zu erwarten, dass der Josephson-Effekt an einem Engstellen-Kontakt unveréndert bleibt, so
lange die Eindringtiefe grofer als die Abmessungen der Engstelle ist (A, = [, w).

Die in Abbildung dargestellten Strom-Phasen-Beziehungen fiir x = oo, 1, 0.1 be-
stitigen die Vermutung, dass der Josephson-Kontakt unbeeinflusst bleibt, solange die Ein-
dringtiefe nicht wesentlich kleiner als die Abmessungen der Engstelle ist. Die Strom-Phasen-
Beziehung ist fiir k = 0.1 gegeniiber dem Grenzfall fiir grofle Werte von x nahezu unveran-
dert, ebenso wie das Verhalten der Amplitude des Paarpotentials im Zentrum der Engstelle.

In Abbildung[4:19)ist die lokale Zustandsdichte im Zentrum der Engstelle fiir die in diesem
Abschnitten verwendeten Parameter (7' = 0.5T, 2l = 2w = 0.314 &) fiir k = 1 und k = 0.1
fiir verschiedene Werte der eichinvarianten Phasendifferenz v dargestellt. Die inhomogenen
Stromverteilungen, die mit inhomogenen Verteilungen der Phase des Paarpotentials und des
Vektorpotentials verkniipft sind, spiegeln sich in einer Aufspaltung der gebundenen Zustédnde
fiir kleine Werte von x wider. Anhand des gebundenen Zustandes fiir den Fall k = 0.1 und
v = 0.747 wird diese Aufspaltung exemplarisch diskutiert (siehe die Bezeichnungen 1 und
2 der lokalen Maxima des gebundenen Zustandes fiir v = 0.74 7 in Abbildung |4.19(b)).

Um zu verstehen, wie die Aufspaltung zustande kommt, kann die lokale Zustandsdich-
te winkelaufgelost betrachtet werden. Es zeigt sich, dass der mit 1 bezeichnete Anteil von
Trajektorien herriihrt, die parallel zur z-Achse orientiert sind und damit einem Bereich mit
schwacher Stromdichte entstammen. Der mit 2 bezeichnete Anteil hingegen wird von Tra-
jektorien hervorgerufen, die in den unteren (y < 0) sowie oberen (y > 0) Bereich des Kanals
reflektiert werden, also in Bereiche mit stérkerer Stromdichte. Damit fithrt die Konzentra-
tion der Strome an den Oberflichen der Geometrie zu einer Aufspaltung der gebundenen
Andreev-Zusténde in der Engstelle, ohne die Strom-Phasen-Beziehung wesentlich zu modi-
fizieren.

5Wie in Abschnitt diskutiert, ist das temperaturunabhéngige Verhéltnis k = Ap /&y proportional
zum Ginzburg-Landau-Parameter rgr,(T) = At (T)/E(T) bei T = Te.
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Abbildung 4.16: Stromdichte beim kritischen Strom fiir x = 1 in (a) sowie fiir Kk = 0.1
in (b). Die Grauabstufung ist proportional zum Betrag der Stromdichte. Es ist in jeder
Raumrichtung nur jeder fiinfte tatséchlich berechnete Gitterpunkt eingezeichnet.
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Abbildung 4.17: Magnetfeldverteilung B = Bé, beim kritischen Strom fiir k = 1 in (a) sowie
fiir k = 0.1 in (b), hervorgerufen durch die Stromverteilungen in Abbildung Die Werte
des Magnetfeldes sind mit 2 multipliziert, um eine gleiche Skalierung der vertikalen Achse
zu erhalten.
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Abbildung 4.18: Strom-Phasen-Beziehung in (a) und Amplitude des Paarpotentials im Zen-
trum der Engstelle (x = 0, y = 0) in (b) fiir verschiedene Werte des Verhéltnisses k = Ar, /.
Die interpolierten Kurven verbinden die tatséchlich berechneten Werte.

4.5 Einfluss eines externen Magnetfeldes

In diesem Abschnitt wird der Einfluss eines dufieren Magnetfeldes auf den Josephson-Effekt
an einem Engstellen-Kontakt untersucht. Dazu wird eine feste Geometrie mit 2] = 2w =
0.157 & verwendet sowie des Weiteren ein festes Verhéltnis k = A, /€y = 1 von Eindringtiefe
und Kohérenzlange. Im ersten Teil des Abschnittes werden représentative Ergebnisse bei
T = 0.57T, diskutiert, wahrend abschliefend am Ende des Abschnittes der kritische Strom
in Abhéngigkeit von Temperatur und Magnetfeld angegeben wird.

Fiir die Betrachtungen in diesem Abschnitt miissen die Randbedingungen am linken und
rechten Ende des Abschnittes, fiir den die Eilenberger-Gleichungen selbstkonsistent gelost
werden, modifiziert werden. Beschrankt man die Rechnungen auf schwache dufsere Magnet-
felder, so kann ohne weiteres die beschriebene periodische Fortsetzung zur Realisierung der
Randbedingungen bei || = +L/2 verwendet werden. Sollen jedoch auch starke Magnetfel-
der, die zu einer Unterdriickung der Supraleitung fithren, untersucht werden, so wiirde das
Verhalten des breiteren Kanals (Bildung von Vortizes etc.) die Ergebnisse beeinflussen.

Um das Verhalten des Josephson-Effektes an der Engstelle auch bei hohen &ufleren Ma-
gnetfeldstarken untersuchen zu kénnen, werden folglich modifizierte Randbedingungen ver-
wendet. Diese Randbedingungen miissen eine Unterdriickung der Amplitude des Paarpoten-
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Abbildung 4.19: Lokale Zustandsdichte im Zentrum der Engstelle (z = 0, y = 0) fiir k = 1
in (a) sowie fiir K = 0.1 in (b).

tials im Kanal, die durch das duftere Magnetfeld hervorgerufen wird, erméglichen. Dazu wird
in zwei Schritten vorgegangen. Fiir einen gegebenen Wert des duferen Magnetfeldes wird
zunéchst ohne Transportstrome (v = 0) und ohne die Vorgabe von Randbedingungen fiir
die Phase das Paarpotential selbstkonsistent bestimmt. Dies liefert die korrekte Verteilung
des Paarpotentials mit Abschirmstromen, aber ohne Transportstrome, und eine mogliche
Unterdriickung der Amplitude des Paarpotentials ist enthalten. Im zweiten Schritt wird das
so bei || = £L/2 erhaltene Paarpotential als Randbedingung fiir die Rechnungen mit v # 0
verwendet. Dazu wird die im ersten Schritt berechnete Phase am linken Ende um —Ag/2
verschoben, und entsprechend am rechten Ende um +A¢/2, wohingegen die Amplitude des
Paarpotentials beibehalten wird. Die Amplitude kann hierbei beibehalten werden, da die
Transportstrome durch den kritischen Strom des Josephson-Kontaktes limitiert sind und
zu einer vernachldssigbaren Unterdriickung des Paarpotentials im breiteren Kanal fiihren.
Mit diesem zweistufigen Verfahren, das fiir jeden Wert des dufteren Magnetfeldes wiederholt
werden muss, wird die Unterdriickung des Paarpotentials im Kanal korrekt beriicksichtigt.
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Abbildung 4.20: Stromdichte bei einem duferen Feld (x = 1, By = 2) ohne Transportstréme
tiber den Kontakt (v = 0, in (a)) sowie beim kritischen Strom (y = 0.74m, in (b)). Die
Grauabstufung ist proportional zum Betrag der Stromdichte. Es ist in jeder Raumrichtung
nur jeder fiinfte tatséchlich berechnete Gitterpunkt eingezeichnet.

Vor der Darstellung der Ergebnisse soll kurz die verwendete Normierung fiir das Magnet-
feld diskutiert und in Bezug zum oberen kritischen Feld B.o gestellt werden. Folgt man der
in den Referenzen [100,101] sowie [102] verwendeten Methode, so kann das obere kritische
Feld B.e mit Hilfe der Eilenberger-Gleichungen berechnet werden. Fiir Supraleiter mit einer
zylindrischen Fermi-Flache und fiir ein dufieres Magnetfeld, das parallel zur Zylinderachse
orientiert ist, folgt die Bestimmungsgleichung

/oo .dﬁ (7 (#)BalF)" 1)
o sinhu

Hierbei wurden fiir das obere kritische Feld bereits die in dieser Arbeit verwendeten Einhei-
ten eingesetzt. Fiir die Temperatur 7' = 0.5 T, folgt nach Gleichung ein Zahlenwert von

Beo = 4.51, oder, ausgedriickt durch die Steigung des oberen kritischen Feldes bei T' = T,
ein Wert von B = —0.424 (dBeo/dT | 1. T,).

T
In— =

T

(4.9)
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Abbildung 4.21: Magnetfeldverteilung B = Bé. bei einem éukeren Feld (x = 1, By = 2) ohne
Transportstrome iiber den Kontakt (7 = 0, in (a)) sowie beim kritischen Strom (y = 0.74 7,
in (b)), hervorgerufen durch die Stromverteilungen in Abbildung [£.20]

Ein dufseres Magnetfeld fithrt zu Abschirmstromen, die an der Oberflache des Supraleiters
fliefen. Im vorliegenden Fall enthélt die Stromdichte, die aus den Eilenberger-Gleichungen
folgt, also sowohl Anteile, die fiir die Abschirmung des dufseren Magnetfeldes sorgen, als
auch Transportstrome iiber die Engstelle. In Abbildung [£:20] ist die_Stromdichte fiir ein
duferes Magnetfeld von By = 2 dargestellt. Dabei ist in Abbildung a) der Fall ohne
Transportstrome (y = 0) realisiert, wihrend in Teilabbildung (b) der kritische Strom {iber
den Kontakt flieft (y = 0.74 7). In Abbildung sind die entsprechenden Magnetfeldver-
teilungen B = Beé, fiir die beiden Situationen abgebildet.

Ohne Transportstrome fliefen Abschirmstrome an den Oberflichen der Geometrie, und
das Magnetfeld im Inneren des Supraleiters ist entsprechend verringert. Da die Breite des
Kanals im gleichen Grofenbereich liegt wie die Eindringtiefe (A, = k& mit x = 1), ist
das Magnetfeld im Inneren nicht vollstdndig unterdriickt. Die Abmessungen der Engstelle
sind kleiner als die Eindringtiefe und folglich flieen die Abschirmstrome nicht iiber die
Engstelle. Durch die rechtwinklige Geometrie flieftt in der Engstelle ein schwacher Strom mit
umgekehrter Zirkulationsrichtung und das Magnetfeld ist lokal leicht erhdht (antiscreening).
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Mit einer endlichen Phasendifferenz zwischen den Enden der Geometrie fliefst zusétzlich
zu den Abschirmstromen ein Transportstrom iiber den Josephson-Kontakt. Dadurch wird
die in Abbildung [4.20[a) erkennbare vierfache Symmetrie gebrochen und eine kombinierte
Stromkonfiguration mit Abschirm- und Transportstrémen folgt (siehe Abb. [4.20b)). Folglich
wird auch die Magnetfeldverteilung asymmetrisch: das Magnetfeld ist fiir y < 0 abgeschwacht
und fiir y > 0 verstarkt. Weit entfernt von der Geometrie wird das dufsere Magnetfeld wieder
erreicht, aber dies geschieht auf einer groferen Liangenskala und ist in Abbildung [4:21] kaum
erkennbar.

In Abbildung [£.22)a) und (b) sind die Strom-Phasen-Beziehungen sowie die Amplitude
des Paarpotentials im Zentrum der Engstelle fiir verschiedene Werte des dufseren Magnetfel-
des bei einer Temperatur von 7" = 0.5 T, dargestellt. Bei niedrigen Magnetfeldern wird die
Starke der Strome langsam verringert, genauso wie die Amplitude des Paarpotentials in der
Engstelle. Die Form der Strom-Phasen-Beziehung ist fiir schwache Magnetfelder zunéchst
nahezu unveréndert. Bei sehr starken Magnetfeldern hingegen werden die Transportstrome
sehr klein und die Amplitude des Paarpotentials im Zentrum der Engstelle bleibt bei Variati-
on der Phasendifferenz v konstant. Dabei verschwindet der in Abbildung[4.22|c) dargestellte
kritische Strom.

Der Grund fiir das Verschwinden des Josephson-Effektes bei starken dufseren Magnetfel-
dern ist, dass in dem Kanal, in den die Engstelle eingebettet ist, mit zunehmender Feldstarke
stdrkere Abschirmstrome fliefsen, die zu Paarbrechung fithren, und das Paarpotential wird
unterdriickt. Aufgrund der kleinen Abmessungen im Vergleich zur Eindringtiefe fliefien die
Abschirmstréme nicht iiber die Engstelle, und das Paarpotential wird in der Engstelle und
ihrer direkten Umgebung weniger stark unterdriickt. Wenn jedoch das Paarpotential bereits
im breiteren Kanal vollstéandig unterdriickt ist, so konnen auch keine Transportstrome iiber
die Engstelle flieken, und der Josephson-Effekt tritt nicht auf. Der Effekt eines starken Ma-
gnetfeldes besteht also im Wesentlichen in der Unterdriickung der Supraleitung im breiteren
Kanal.

Das dufere Magnetfeld, bei dem der Josephson-Effekt bei der fiir Abbildung[4:22] gew#hl-
ten Temperatur von 7' = 0.5 T, verschwindet, ist wesentlich hoher als der zuvor angegebene
Wert des oberen kritischen Feldes. Da die untersuchte Geometrie in z-Richtung translati-
onsinvariant ist, kann dieses iiberraschend hohe Magnetfeld im Sinne des dritten kritischen
Feldes B.3 verstanden werden [103-105]. Das dritte kritische Feld beschreibt das Einsetzen
der Oberflaichennukleation bei &ufieren Feldern, die parallel zur Oberfliche des Supralei-
ters orientiert sind. Im Rahmen der Ginzburg-Landau-Theorie folgt nahe T, ein Wert von
B.3 = 1.695 B.y. Dies bedeutet, dass bei Feldstéirken bis zu B.3 eine supraleitende Oberfla-
chenschicht der Dicke ~ &(T) existieren kann, wohingegen tief im Inneren des Supraleiters
das Paarpotential verschwindet. Besteht die Geometrie aus zwei koplanaren Oberflichen mit
geringem Abstand d oder beinhaltet Ecken, so wichst das Nukleationsfeld B.g mit ~ 1/d
und und kann noch weitaus grofer sein als der Ndherungswert der Ginzburg-Landau-Theorie
fiir eine einzelne Oberflache (siehe dazu [104] sowie [106,107]). Da die Breite des Kanals im
vorliegenden Fall im Bereich weniger £, liegt, kénnen die hohen Feldstarken, bei denen der
Josephson-Effekt unterdriickt wird, im Sinne des dritten kritischen Feldes verstanden wer-
den. In der Engstelle und ihrer direkten Umgebung ist der Abstand der Oberflichen noch
wesentlich geringer und die vollstdndige Unterdriickung der Supraleitung findet hier bei noch
hoheren Feldstirken statt.

Bei einer Probe, die aus einem diinnen Film besteht, ist das fiir die Unterdriickung der
Supraleitung relevante kritische Feld das obere kritische Feld B.s. Das Auftreten von B3 in
den vorliegenden Ergebnissen resultiert einzig aus der Annahme der Translationsinvarianz
in z-Richtung. Aus Abbildung c) kann man sehen, dass der kritische Strom mit zuneh-
mendem Magnetfeld bis zum oberen kritischen Feld monoton abnimmt und keine Wirbel im
Kontakt auftreten.
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Abbildung 4.22: Strom-Phasen-Beziehung in (a) und die Amplitude des Paarpotentials
im Zentrum der Engstelle in (b) fiir verschiedene Werte des dufieren Magnetfeldes By
bei T = 0.5T.. In (c) ist der entsprechende kritische Strom als Funktion des dufleren
Magnetfeldes By dargestellt.
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In Abbildung [1.23] ist die lokale Zustandsdichte im Zentrum der Engstelle fiir drei ver-

schiedene Werte des duferen Feldes dargestellt. Bei einem Feld mittlerer Stérke sind die
gebundenen Andreev-Zustidnde bereits etwas aufgespalten, aber ihre Position ist gegeniiber
der Situation ohne &ufseres Feld nahezu unveréndert. Es liegen auch weiterhin eine ausge-
prigte Energieliicke sowie gebundene Zusténde fiir endliche Phasendifferenzen v # 0 vor.
Bei v = 7 hat der gebundene Zustand eine Energie von Epg = 0 und der Josephson-Effekt
ist vorhanden.
Bei sehr hoher Stirke des dufseren Feldes ist die Zustandsdichte stark verdndert. Auch bei
verschwindender Phasendifferenz v = 0 ist die Energieliicke teilweise gefiillt. Eine endliche
Phasendifferenz fiihrt weiterhin zu gebundenen Zusténden, aber deren spektrales Gewicht
ist stark verringert. Bei v = 7 hat der gebundene Zustand eine endliche Energie und der
Josephson-Effekt ist unterdriickt.
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Abbildung 4.23: Lokale Zustandsdichte im Zentrum der Engstelle (x = 0, y = 0) fiir drei
verschiedene Werte des dufieren Feldes: By = 0 in (a), By = 4 in (b) und By
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Abbildung 4.24: Der kritische Strom als Funktion der Temperatur fiir verschiedene Werte
des dufleren Magnetfeldes By.

In Abbildung[d:24] werden die Betrachtungen dieses Abschnittes auf den Einfluss der Tem-
peratur erweitert. Die Abbildung zeigt den kritischen Strom als Funktion der Temperatur T
fiir verschiedene Werte des dufteren Magnetfeldes By. Es zeigt sich, dass die Steigung nahe
der kritischen Temperatur T, die fiir kleine Ausdehnungen der Engstelle (I,w — 0) und ohne
duferes Magnetfeld durch das Ergebnis von Kulik und Omelyanchouk aus Abschnitt [2.3-3]
gegeben ist, auch bei einem &dufteren Magnetfeld bestehen bleibt. Die Unterdriickung des
kritischen Stromes mit zunehmendem Magnetfeld ist weiterhin bei allen Temperaturen eine
monotone Funktion und es tritt im Fall kleiner Abmessungen der Engstelle (I, w < Ap) kein
Fraunhofer-Muster auf.



Kapitel 5

d-Wellen-Supraleiter: Mikrobriicke

In diesem Kapitel wird ein Engstellen-Josephson-Kontakt, der aus einem Supraleiter mit d-
Wellen-Symmetrie des Paarpotentials besteht, betrachtet. Im Fall der d-Wellen-Symmetrie
weist der impulsabhéngige Anteil der Faktorisierung des Paarpotentials (3.7) die Abhéngig-
keit

X(Pr) = cos (20 — 2a) (5.1)

vom Fermi-Impuls pp auf und das Paarpotential A(r,pr) = A(r)x(pr) ist sowohl vom
Ort als auch vom Impuls abhéngig. Damit tritt im Fall der d-Wellen-Symmetrie mit der
Orientierung der d-Welle « ein zusétzlicher geometrischer Parameter auf.

Die untersuchte Geometrie besteht wie im vorhergehenden Kapitel aus einer rechtwink-
ligen Mikrobriicke entsprechend Abbildung Im ersten Abschnitt dieses Kapitels wer-
den exemplarische selbstkonsistente Ergebnisse gezeigt, anhand derer die prinzipiellen Un-
terschiede zwischen dem Fall des Supraleiters mit s-Wellen-Symmetrie (wie im vorherge-
henden Kapitel untersucht) und dem Fall des d-Wellen-Supraleiters aufgezeigt werden. Im
Folgenden wird der Einfluss der Temperatur untersucht (Abschnitt und der Zusam-
menhang zwischen dem Verhalten des Josephson-Kontaktes und der lokalen Zustandsdich-
te in der Mikrobriicke aufgezeigt (Abschnitt . Weiter wird der Einfluss der Breite der
Engstelle (Abschnitt , ihrer Lange (Abschnitt sowie des Orientierungswinkels der
d-Welle (Abschnitt untersucht. Abschliefend werden die Ergebnisse in Form von 0-7-
Phasendiagrammen zusammengefasst (Abschnitt [5.7).

y
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Abbildung 5.1: Modellgeometrie zur Untersuchung eines Engstellen-Josephson-Kontaktes in
einem Supraleiter mit d-Wellen-Symmetrie des Paarpotentials. Zusétzlich zu Linge 21 und
Breite 2w der Engstelle tritt der Orientierungswinkel der d-Welle a als neuer geometrischer
Parameter auf.
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In diesem Kapitel werden durchweg Mikrobriicken ohne den Einfluss eines dufseren Ma-
gnetfeldes untersucht (By = 0). Fiir das Verhéltnis x = A1, /& wird der Grenzfall kK = oo
angenommen, was bedeutet, dass elektromagnetische Selbstkonsistenz vernachlassigt wird.
Fiir alle bekannten Supraleiter mit d-Wellen-Symmetrie stellt dies keine Einschréankung dar,
da bei diesen Materialien typischerweise ein Wert von £ = 30...200 vorliegﬂ Wie sich
im vorhergehenden Kapitel gezeigt hat, sind die Korrekturen durch die elektromagnetische
Selbstkonsistenz fiir derart grofie Werte von x vernachldssigbar.

5.1 Exemplarische selbstkonsistente Ergebnisse

In diesem Abschnitt werden exemplarische selbstkonsistente Ergebnisse fiir eine Mikrobriicke
bestehend aus einem Supraleiter mit d-Wellen-Symmetrie prisentiert, anhand derer die prin-
zipiellen Unterschiede des Verhaltens von Supraleitern mit s- und d-Wellen-Symmetrie bei
einer Engstellen-Geometrie aufgezeigt werden.

Ein Orientierungswinkel von a = 0 bedeutet, dass der Normalenvektor aller Oberflachen

der rechtwinkligen Geometrie in Richtung des Maximums der Keulen der d-Welle orientiert
ist. Fiir derart orientierte Oberflichen fiihrt die Symmetrie der d-Welle zu keiner Verdn-
derung des Paarpotentials entlang reflektierter Trajektorien. Folglich ist das Verhalten des
Paarpotentials gegeniiber dem Fall der s-Wellen-Symmetrie nur schwach modifiziert. Die
einzige wesentliche Anderung besteht in einem erhohten Wert des Betrages des Ordnungs-
parameters im Fall der d-Welle. Bei T' = 0 gilt beispielsweise Ay = 1.764 kT, im Fall der
s-Wellen-Symmetrie, im Fall der d-Wellen-Symmetrie aber Ag = 2.140 kgT,.
In den Abbildung[5.2)und [5.3|sind Amplitude und Phase des Paarpotentials sowie die Strom-
dichte fiir die beiden extremen Orientierungen der d-Welle a = 0 sowie o« = /4 dargestellt.
In Abbildung [5.2] bei der a = 0 ist, zeigt sich ein Verhalten dhnlich dem Fall der s-Wellen-
Symmetrie (vgl. die Abbildungen und .

Fiir den Orientierungswinkel o = 7 /4 veréndert sich das Verhalten des Paarpotentials
vollsténdig. Der Normalenvektor aller Oberflichen der Geometrie ist nun in Richtung eines
Knotens der d-Wellen-Symmetrie orientiert. Folglich wechselt das Vorzeichen des Paarpo-
tentials bei jeder Reflexion einer Trajektorie an einer Oberfliche. Dies entspricht bei jeder
Reflexion einem Phasensprung von d¢p = 7w und es resultieren gebundene Andreev—ZustéindeH
bei der Energie F = 0 sowie eine vollstandige Unterdriickung des Paarpotentials an allen
Oberflichen. In Abbildung a) ist dieses Verhalten deutlich zu erkennen. Da die Engstelle
im Vergleich zur Kohérenzldnge £, nur wenig ausgedehnt ist, ist die Amplitude des Paar-
potentials innerhalb der Engstelle fast vollstdndig unterdriickt. Dadurch sind die beiden
Elektroden, die durch den breiteren Kanal gebildet werden, bereits bei einer verschwin-
denden Phasendifferenz nahezu vollstindig entkoppelt. Bei der exemplarisch dargestellten
Phasendifferenz von « = 0.5 7 macht sich dies durch eine starke Variation der Phase inner-
halb der Engstelle sowie eine vernachlissighbare Variation im Bereich des breiteren Kanals
bemerkbar (siehe Abb. [5.3(b)).

Bei einer Orientierung der d-Welle von a = m/4 flieRen an den Oberflichen der Geo-
metrie Strome, die entgegen den iiblichen Transportstromen gerichtet sind. Diese Strome
entsprechen den anomalen Meissner-Stromen, die bei einem &ufseren Magnetfeld auftreten
und von den gebundenen Andreev-Zustinden getragen Werderﬂ Im vorliegenden Fall ist bei
einer positiven Phasendifferenz A¢ = ¢r — ¢, > 0 der Transportstrom von ,links* (x < 0)
nach ,rechts* (z > 0) gerichtet; im Fall einer Orientierung von o = 7/4 fliefen folglich an
den Oberflachen Stréome von ,rechts* nach ,links“. Dieses Verhalten ist in Abbildung c)
zu erkennen. Insgesamt ergeben sich damit zusammen mit den Transportstromen komplexe
Stromverteilungen mit stark variierenden Stromrichtungen und -dichten sowie lokalen (nicht

IFiir eine Ubersicht siehe z. B. Referenz [98].

2Zu gebundenen Andreev-Zustéinden an Oberflichen von d-Wellen-Supraleitern siehe u.a. [108-116].

3Die anomalen Meissner-Stréme wurden in Referenz [110] durch eine Tieftemperatur-Anomalie der ma-
gnetischen Eindringtiefe von YBagCu3O7-Filmen nachgewiesen.
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quantisierten) Wirbeln.

Die Orientierungswinkel & = 0 und a = 7/4 stellen die extremen Félle aller moglichen
Orientierungen der d-Welle dar. Bei o = 0 ist das Paarpotential an den Oberflichen nicht
unterdriickt, bei @ = /4 hingegen vollstindig. Bei den dazwischen liegenden Winkeln liegt
eine teilweise Unterdriickung vor und die riickflieRenden Oberflachenstréome sind schwécher.
Aus dem Zusammenspiel von Josephson-Effekt und dem speziellen Verhalten bei d-Wellen-
Symmetrie ergeben sich interessante Effekte, die sich von denen im Fall der s-Wellen-
Symmetrie auf spektakuldre Art und Weise unterscheiden. Die Orientierung der d-Welle
fithrt fiir & # 0 zu gebundenen Andreev-Zustdnden an den Oberflichen und den beschrie-
benen riickfliebenden Oberflichenstromen. Das relative Gewicht von normalen Transport-
stromen und riickfliefenden Oberflachenstrémen bestimmt den Gesamtstrom und damit den
kritischen Strom, der bei geeigneten Parameterkombinationen negativ werden kann.

Im Folgenden wird der Einfluss der Geometrie der Engstelle, der Orientierung der d-
Welle sowie der Temperatur im Detail untersucht. Dazu wird das bereits im letzten Kapitel
eingefiihrte S-N-S-Modell verwendet. Es hatte sich dabei gezeigt, dass dieses Modell die
Ergebnisse der selbstkonsistenten Rechnungen sehr gut approximiert.

Im Fall der d-Wellen-Symmetrie folgt fiir dieses Modell:

Ao (T) cos (20 — 2a) e=/2, & < —1
A(r,pr) = {0, lz| <1 (5.2)
Aoo(T) cos (20 — 20) et/2 &> 41

Fiir Orientierungen a # 0 verbessert sich die Genauigkeit dieses S-N-S-Modells sogar weiter
im Vergleich zum Fall des s-Wellen-Supraleiters. In den selbstkonsistent berechneten Ergeb-
nissen fithrt die Unterdriickung des Paarpotentials an den Oberflichen des Supraleiters zu
einer starken Unterdriickung innerhalb der Engstelle, auch fiir verschwindende Phasendiffe-
renz (vgl. Abb. [5.3(a)). Dies entspricht genau den Annahmen des S-N-S-Modells.

Das S-N-S-Modell kann auch im Fall der d-Wellen-Symmetrie analytisch gelost werden.
Allerdings wird die Lésung gegeniiber dem Fall des Supraleiters mit s-Wellen-Symmetrie
komplizierter, da ein konstantes Paarpotential im Fall der d-Welle nur fiir Abschnitte der
Trajektorien zwischen zwei Reflexionen vorliegt (vgl. Abb. . Bei jeder Reflexion &ndert
sich der Winkel der Trajektorie # und damit der d-Wellen-Faktor cos(20 — 2a). Die analy-
tischen Losungen fiir die Riccati-Amplituden bei konstanten Koeffizienten aus Anhang
kénnen also jeweils nur fiir einen Abschnitt der Trajektorie zwischen zwei Reflexionen ver-
wendet werden. Folglich miissen fiir das stiickweise konstante Paarpotential entlang jeder
reflektierten Trajektorie die Losungen durch eine Abfolge von Ldsungen entsprechend den
Gleichungen und zusammengesetzt werden.

Die Losungen des S-N-S-Modells fiir den d-Wellen-Supraleiter unterscheiden sich in einem
weiteren Punkt von denen fiir einen s-Wellen-Supraleiter. Im Fall des s-Wellen-Supraleiters
waren die Ergebnisse fiir die Stromdichte iiber den Querschnitt der Engstelle konstant. Dies
ist im Fall des d-Wellen-Supraleiters nicht gegeben, da die Stromdichte durch die riickflie-
fenden Oberflachenstréme im Allgemeinen {iber den Querschnitt variiert. Folglich muss die
Stromgleichung auf dem gesamten Querschnitt der Engstelle bei = 0 ausgewertet werden.
Der Gesamtstrom iiber den Kontakt folgt dann durch die Integration der Stromdichte iiber
diesen Querschnitt.
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Abbildung 5.2: Amplitude und Phase des Paarpotentials (in (a) und (b)) sowie die Strom-
dichte (in (c)) fiir die Orientierung der d-Welle oo = 0 bei einer Phasendifferenz von v = 0.5 7.
Die Geometrie der Engstelle ist jeweils durch die roten Linien ersichtlich. In (c¢) ist die
Abbildung auf die direkte Umgebung der Engstelle beschrinkt und die Grauabstufung
ist proportional zur Stromdichte. Es wurden die Abmessungen 2I = 2w = 1.57&; sowie
L =W =12.6& verwendet. Weiterhin ist 7' = 0.57.
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Abbildung 5.3: Amplitude und Phase des Paarpotentials (in (a) und (b)) sowie die Strom-
dichte (in (c)) fiir die Orientierung der d-Welle o« = w/4. Darstellung und sonstige Parameter
entsprechend Abbildung
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Abbildung 5.4: Skizze zum S-N-S-Modell fiir das Paarpotential im Fall des d-Wellen-
Supraleiters. Fiir eine exemplarische Trajektorie ausgehend vom Aufpunkt (zo = 0, yo) mit
dem Orientierungswinkel € sind die Richtungen angedeutet, in denen die Riccati-Amplituden
a(s) und b(s) integriert werden miissen. Die sechs Abschnitte der Trajektorie, fiir die jeweils
eine Losung fiir stiickweise konstante Koeffizienten berechnet werden muss, sind durch die
blauen Ziffern gekennzeichnet.

Die Eigenschaften der Mikrobriicke bestehend aus einem Supraleiter mit d-Wellen-
Symmetrie hingen stark von den geometrischen Parametern und der Temperatur ab. Damit
existieren mit der Lange der Engstelle 2/, der Breite 2w, der Orientierung der d-Welle « so-
wie der Temperatur T vier relevante Parameter, von denen die Strom-Phasen-Beziechungen
und folglich die kritischen Strome abhéngen. In den folgenden Abschnitten [5.2H5.5] wird
der Einfluss der Temperatur, der Breite der Engstelle sowie ihrer Lénge getrennt unter-
sucht und es werden jeweils Ergebnisse fiir drei exemplarische Orientierungen der d-Welle
(=0, m/8, m/4) angegeben. In Abschnitt[5.6|wird der Einfluss der Orientierung der d-Welle
im Detail untersucht. In Abschnitt [5.7] werden die Ergebnisse fiir alle relevanten Parame-
terkombinationen iibersichtlich und zusammenfassend in Form von 0-m-Phasendiagrammen
dargestellt.

5.2 Einfluss der Temperatur

In diesem Abschnitt wird der Einfluss der Temperatur auf die Eigenschaften der Mikrobriicke
untersucht. In Abbildung [5.5sind fiir die drei Orientierungen o =0, « = 7/8 und o = 7/4
jeweils fiir verschiedene Werte der Breite der Engstelle der kritische Strom, sowie in Abbil-
dung [5.6] fiir eine reprisentative Breite einige Strom-Phasen-Beziechungen in Abhéngigkeit
der Temperatur dargestellt.

Fiir den Orientierungswinkel o = 0 unterscheidet sich das Verhalten der Mikrobriicke be-
stehend aus einem d-Wellen-Supraleiter bereits deutlich vom Fall des s-Wellen-Supraleiters.
Auch fiir sehr kleine Ausdehnungen der Engstelle entspricht die Abhéngigkeit des kriti-
schen Stromes von der Temperatur nicht dem Resultat von Kulik und Omelyanchouk (vgl.
Abb. . Im Rahmen der Ergebnisse von Kulik und Omelyanchouk wird der Anstieg des
kritischen Stromes mit abnehmender Temperatur schwécher. Dieses Ergebnis wurde im Fall
des s-Wellen-Supraleiters, wie im letzten Kapitel gezeigt, im Grenzfall eines Punktkontaktes
reproduziert (vgl. Abb. . Fiir den Fall des s-Wellen-Supraleiters folgt nur fiir eine aus-
gedehnte Mikrobriicke ein stérkerer Anstieg des kritischen Stromes mit abnehmender Tem-
peratur. Im vorliegenden Fall des d-Wellen-Supraleiters hingegen steigt der kritische Strom
unabhéngig von der Ausdehnung der Mikrobriicke mit abnehmender Temperatur stérker an.
Die in Abbildung a) exemplarisch fiir eine Breite von 2w = 0.942 ¢, gezeigten Strom-
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Abbildung 5.5: Einfluss der Temperatur auf die Eigenschaften der Mikrobriicke. Fiir drei
Orientierungen der d-Welle (o = 0 in (a), @« = 7/8 in (b) sowie & = 7/4 in (¢)) ist jeweils
der kritische Strom in Abhéngigkeit der Temperatur fiir verschiedene Breiten der Engstelle
dargestellt. Fiir die gesamte Abbildung ist [ = 0.628 &y.

Phasen-Beziehungen fiir die Orientierung o = 0 unterscheiden sich nicht prinzipiell von
denen im Fall des s-Wellen-Supraleiters. Fiir Temperaturen nahe 7, folgt ein nahezu sinus-
formiges Verhalten, wihrend fiir tiefe Temperaturen ein Ubergang zur Abhingigkeit sin(7y/2)
erfolgt. Allerdings steigen die Strome fiir tiefere Temperaturen stérker an als im s-Wellen-
Fall.
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Abbildung 5.6: Fiir einige Punkte auf den fett hervorgehobenen Kurven aus Abbildung
zu den drei Orientierungswinkeln o = 0, 7/8 und 7/4 sind die Strom-Phasen-Beziehungen
dargestellt. Entsprechend Abbildung [5.5]ist I = 0.628 &.

Im Fall der Orientierung o = 7/8 ist die (positive) Kriimmung der Abhéngigkeit des
kritischen Stromes von der Temperatur stirker ausgepridgt als im Fall der Orientierung
o = 0 (siche Abb. [5.5|(b)). Die exemplarisch gezeigten Strom-Phasen-Beziehungen in Ab-
bildung b) zeigen aber ein vollstédndig neues Verhalten, das weder im Fall des s-Wellen-
Supraleiters noch im Fall des d-Wellen-Supraleiters mit Orientierung o = 0 moglich ist. Fiir
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Abbildung 5.7: Die ersten vier Koeffizienten I,,, n = 1..4 der Entwicklung der Strom-Phasen-
Beziehungen aus Abbildung [5.6]in eine Sinus-Reihe entsprechend Gleichung (5.3)).

gewisse Phasendifferenzen v nimmt der Gesamtstrom iiber die Mikrobriicke negative Werte
an. Dies resultiert aus der Dominanz der riickfliefenden Oberflachenstréome, die im Fall des
d-Wellen-Supraleiters mit einer Orientierung der d-Welle von a # 0 auftreten. Die negati-
ven Gesamtstrome sind bei tiefen Temperaturen ausgepragter und verschwinden nahe der
kritischen Temperatur T,. Das absolute Maximum der Strom-Phasen-Beziehung, das den
kritischen Strom bestimmt, liegt aber fiir &« = 7/8 bei allen Temperaturen bei positiven
Werten des Stromes.
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Bei der Orientierung o = 7/4 &ndert sich das Verhalten der Mikrobriicke auf spektaku-
lare Art und Weise: fiir kleine Breiten geht der kritische Strom von positiven zu negativen
Werten {iber. Dies resultiert aus der maximalen Auspriagung der riickfliekenden Oberfla-
chenstrome bei dieser Orientierung. Ist die Engstelle hinreichend schmal, so dominieren die
riickflieflenden Oberflachenstrome und es resultiert insgesamt ein negativer Gesamtstrom.
Dominiert der negative Beitrag zum Gesamtstrom die Strom-Phasen-Beziehung, ist also
ihr absolutes Maximum durch einen negativen Strom gegeben, so resultiert insgesamt ein
negativer kritischer Strom. Fiir einen geringen Breitenbereich kann zudem ein Ubergang
zwischen positivem und negativem kritischem Strom durch eine Variation der Temperatur
hervorgerufen werden (im vorliegenden Fall beispielsweise fiir die Breite 2w = 0.942&).

Fiir eine Orientierung der d-Welle von o = 7/4 ist der Beitrag der normalen Trans-
portstrome sowie der riickfliekenden Oberflichenstrome je nach Temperatur und Breite der
Engstelle von dhnlicher Stirke. Fiir die exemplarisch fiir die Strom-Phasen-Beziehungen in
Abbildung [5.6(c) verwendete Breite von 2w = 0.942¢, dominiert bei hohen Temperatu-
ren der negative Beitrag der riickfliellenden Oberflichenstrome. Fiir niedrigere Temperatu-
ren wichst jedoch der Beitrag der positiven (normalen) Transportstrome und der kritische
Strom wechselt das Vorzeichen. In diesem Bereich sind die Strom-Phasen-Beziehungen né-
herungsweise von der Form sin(2v) und damit prinzipiell verandert gegeniiber dem Fall des
s-Wellen-Supraleiters.

Anhand der Strom-Phasen-Beziehungen wird deutlich, dass der Ubergang zwischen ne-
gativem und positivem kritischem Strom immer mit einer Unstetigkeit der funktionalen
Abhéngigkeit I, = I.[l, w, a, T| verbunden ist. Da das absolute Maximum der Strom-Phasen-
Beziehung fiir den kritischen Strom relevant ist, miissten die Stréome im Ubergang von posi-
tivem zu negativem kritischem Strom ansonsten fiir alle Phasendifferenzen « verschwinden,
was nicht gegeben ist. Somit kann der Betrag des kritischen Stromes bestenfalls ein lokales
Minimum annehmen, eine Nullstelle kann aber nicht vorliegen.

Entsprechend der in Abschnitt [2.I] genannten allgemeingiiltigen Eigenschaften kann jede
Strom-Phasen-Beziehung in eine Sinus-Reihe entwickelt werden:

I(y) = ) Isin(ny) (5.3)
n=1

Zur genaueren Diskussion der Abhéngigkeit der Strom-Phasen-Beziehungen von den geome-
trischen Parametern und der Temperatur wird fiir die in Abbildung [5.6] gezeigten Strom-
Phasen-Beziehungen eine Entwicklung in eine Sinus-Reihe durchgefiihrt. In Abbildung
sind entsprechende Ergebnisse fiir die vier ersten Koeffizienten I;..1; dargestellt.

Bei einer Orientierung von o = 0 zeigt die Reihenentwicklung, dass der Beitrag der ers-
ten Harmonischen die Strom-Phasen-Beziehung dominiert. Im Bereich tiefer Temperaturen
wachsen die Beitrédge der hoheren Harmonischen. Das Vorzeichen der ersten Harmonischen
ist fiir & = 0 bei allen Temperaturen positiv, und entsprechend auch der kritische Strom.

Fiir o = 7/8 ist der Beitrag von sin (y) gegeniiber der Orientierung o = 0 verringert.
Ansonsten unterscheiden sich die Koeffizienten der Reihenentwicklung der Strom-Phasen-
Beziehung kaum von denen fiir a = 0.

Bei der Orientierung o = 7/4 dominiert die zweite Harmonische bei Temperaturen un-
terhalb von etwa ~ 0.8 7T.. Die erste Harmonische ist bei tiefen Temperaturen positiv und
bei hoheren Temperaturen negativ. Dieser Vorzeichenwechsel spiegelt das Vorzeichen des
kritischen Stromes wider.

Die Dominanz der zweiten Harmonischen fir @ = 7/4 zeigt deutlich, dass die ent-
sprechenden Strom-Phasen-Beziehungen zu Parameterkombinationen gehoéren, die nahe am
Ubergang zwischen positiven und negativen kritischen Stromen liegen. Wenn eine sin (27)-
Komponente in der Strom-Phasen-Beziehung vorliegt (und héhere Harmonische verschwin-
den), existiert nach Referenz [12] ein weiteres Extremum der Energie bei v = ¢ mit

I
(p = arccos (—2112> (5.4)
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zusdtzlich zu den beiden Punkten v = 0 und 7 = m. Dieses Extremum der Energie ent-
spricht nach Gleichung einer Nullstelle der Strom-Phasen-Beziehung, I(y = ¢) = 0.
Fiir das Vorliegen eines stabilen energetischen Minimums gilt weiterhin das Stabilitétskriteri-
um . Folglich besteht nahe dem Ubergang zwischen negativen und positiven kritischen
Stromen die Moglichkeit einer intrinsischen Phasendifferenz v9 mit 0 < 79 < 7 und damit
eines (p-Josephson-Kontaktes.

Aus Gleichung folgt, dass bei einer Strom-Phasen-Beziehung, bei der nur /; und I
endliche Werte aufweisen und héhere Harmonische verschwinden, zusétzliche Stabilitatsbe-
dingungen fiir das Auftreten einer intrinsischen Phasendifferenz von 0 < vy < 7 gelten. Fiir
das Argument des Arcus Cosinus muss |I1/(213)] < 1 gefordert werden. In erster Ndherung
kann man sich bei den Ergebnissen in Abbildung [5.7] auf die ersten beiden Harmonischen
beschrianken. Die Bedingung |I;/(212)| < 1 ist dann nach Abbildung bei tiefen Tempe-
raturen sowohl fiir die Orientierung o = 7/8 als auch fiir o = /4 erfiillt. Die Parameter-
bereiche, fiir die ein p-Josephson-Kontakt realisiert wird, werden in Abschnitt in Form
von 0-m-Phasendiagrammen im Detail diskutiert.

5.3 Lokale Zustandsdichte und intrinsische
Phasendifferenz

Um die Ursache fiir die riickfliekenden Oberflichenstrome besser verstehen zu konnen, ist
die Betrachtung der lokalen Zustandsdichte essentiell. In Abbildung [5.8] ist die lokale Zu-
standsdichte im Zentrum der Engstelle (z = 0, y = 0) fiir die drei zuvor verwendeten
Orientierungen der d-Welle fiir einige Werte der Phasendifferenz v sowie die Energie der ge-
bundenen Zusténde fiir alle Werte von y dargestellt. In der folgenden Abbildung[5.9]ist in der
gleichen Darstellung die Zustandsdichte am Rand der Engstelle (x = 0, y = w) abgebildet.

Bei der Orientierung o = 0 liegt fiir verschwindende Phasendifferenz v = 0 sowohl im
Zentrum der Engstelle wie auch am Rand die bekannte Zustandsdichte eines Supraleiters
mit d-Wellen-Symmetrie der Paarwechselwirkung mit dem typischen linearen Anstieg der
Zustandsdichte bei kleinen Energien vor (siehe die Abbildungen [5.§(a) und [5.9(a)). Die
geringfiigige Aufspaltung der Kohirenzpeaks resultiert aus dem S-N-S-Modell, bei dem das
Paarpotential lokal in der Engstelle unterdriickt ist; dies fithrt zu einer verringerten Energie-
liicke, die sich allerdings durch die Winkelabhéngigkeit der d-Welle bei der Mikrobriicken-
geometrie nicht fiir alle Impulsrichtungen gleich stark auswirkt, woraus die Aufspaltung
resultiert. Fiir endliche Phasendifferenzen v > 0 entstehen analog zum Fall des s-Wellen-
Supraleiters gebundene Andreev-Zustédnde innerhalb der Energieliicke, die den Strom iiber
die Mikrobriicke tragen. Die Energie dieser gebundenen Zustinde nimmt n&herungsweise
mit Fps = A (T) cos(y/2) ab und verschwindet fiir v = 7. Fiir die Orientierung oo = 0
unterscheidet sich die lokale Zustandsdichte am Rand der Engstelle nicht von der im Zen-
trum.

Bei der Orientierung mit maximaler Ausprigung der riickflieRenden Strome, o = 7/4,

unterscheidet sich die Zustandsdichte im Zentrum und am Rand der Engstelle vollstindig
(siche die Abbildungen ¢) und [5.9(c)). Im Zentrum, wo die normalen, in positiver Rich-
tung orientierten Stréme fliefsen, gleicht das prinzipielle Verhalten der Zustandsdichte zur
Orientierung o = 0. Die Aufspaltung der Peaks liegt aufgrund der um 7/4 gedrehten d-Welle
nicht vor. Die Energie der gebundenen Andreev-Zustéande folgt hier in sehr guter Naherung
der Abhéngigkeit Epg = £A o (T) cos(v/2).
Am Rand der Engstelle zeigt sich ein hierzu komplementéres Bild. Fiir verschwindende
Phasendifferenz v = 0 liegt ein gebundener Andreev-Zustand mit Energie EFgg = 0 vor. Mit
zunehmender Phasendifferenz v > 0 wéchst dessen Energie an, wobei sie in sehr guter N&-
herung der Abhéngigkeit Epg = A (T') sin(vy/2) folgt. Bei v = 7 geht die Zustandsdichte
am Rand der Engstelle in die bulk-Zustandsdichte eines d-Wellen-Supraleiters iiber.
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Abbildung 5.8: Lokale Zustandsdichte im Zentrum der Engstelle (x = 0, y = 0) fiir die
drei Orientierungen der d-Welle (o« = 0 in (a), @« = 7/8 in (b) sowie @ = 7/4 in (c)).
In den Abbildungen rechts ist jeweils die Energie der gebundenen Zustédnde dargestellt
(blaue Kurven) sowie zum Vergleich die Abhéngigkeiten Fps = £A(T)cos(y/2) und
Eps = £ A« (T)sin(vy/2) (schwarze Kurven); die Energien der gebundenen Zusténde fiir die
links gezeigten Zustandsdichten sind durch die Markierungen (x) hervorgehoben. Fiir diese
Abbildung ist 21 = 0.0628 £y und 2w = 0.314 &y sowie T = 0.5T.
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Abbildung 5.9: Lokale Zustandsdichte am Rand der Engstelle (x = 0, y = w) fiir die drei
Orientierungen der d-Welle (¢ =0 in (a), o = 7/8 in (b) sowie & = /4 in (c)). Darstellung
und sonstige Parameter entsprechend Abbildung
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Abbildung 5.10: Schematische Darstellung der Energie Epg der gebundenen Zustdnde im
Josephson-Kontakt. In (a) der Fall eines normalen Josephson-Kontaktes, in (b) der Fall eines
m-Josephson-Kontaktes.

Fiir die zwischen den beiden Extrema liegende Orientierung o = 7 /8 iiberlagert sich das
Verhalten der Orientierungen a = 0 und o = 7/4 (siehe die Abbildungen [5.§|(b) und[5.9(b)).
Im Zentrum der Engstelle folgt die Energie der gebundenen Andreev-Zustinde der Abhén-
gigkeit Epg = A (T) cos(y/2) in sehr guter Niherung. Die zusétzlichen lokalen Maxima
in der Zustandsdichte bei allen Werte der Phasendifferenz « sind ein Charakteristikum der
Orientierung o = 7/8 in der Néhe einer Oberfliche, das aus der Winkelabhéngigkeit der
d-Welle und dem Reflexionsverhalten folgt. Am Rand der Engstelle liegen bei der Orientie-
rung « = 7/8 fiir alle Werte der Phasendifferenz -y (mindestens) zwei lokale Maxima vor.
Verfolgt man die Hauptmaxima, so ergibt sich das gleichzeitige Vorhandensein eines ge-
bundenen Zustandes mit einer ndherungsweisen Abhéngigkeit Epg o< cos(y/2) sowie eines
zweiten gebundenen Zustandes mit der ndherungsweisen Abhéngigkeit Fpg o sin(y/2). Ins-
besondere durch das gleichzeitige Auftreten gebundener Andreev-Zusténde bei diesen beiden
Energien wird die erwithnte Uberlagerung des Verhaltens der beiden extremen Orientierun-
gen @ = 0 und a = w/4 deutlich.

Durch die gesonderte Betrachtung der lokalen Zustandsdichte im Zentrum der Engstelle
(bei (z = 0/y = 0)) und am Rand der Engstelle (bei (z = 0/y = w)) sowie durch den Ver-
gleich mit den Ergebnissen fiir die Mikrobriicke bestehend aus einem s-Wellen-Supraleiter
kann die Ursache fiir die riickfliefenden Strome, die bei geniigender Stérke fiir einen nega-
tiven kritischen Strom und damit fiir eine endliche intrinsische Phasendifferenz vy # 0 des
Kontaktes sorgen, identifiziert werden.
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Liegen ohne Phasendifferenz keine gebundenen Andreev-Zusténde vor, so fliefst der Strom
iiber den Kontakt bei einer positiven Phasendifferenz v > 0 in positiver Richtung. Der Strom
wird dabei von gebundenen Zustidnden mit der Energie Epgs = A (T') cos(y/2) getragen,
die einen Strom phasenkohérenter Quasiteilchen beschreiben.

Liegen bei verschwindender Phasendifferenz im Josephson-Kontakt bereits gebunde-
ne Andreev-Zustinde bei der Energie Epg = 0 vor, so entspricht dies einer intrinsi-
schen Phasendifferenz von 7y = 7 im Sinne einer Energie der gebundenen Zustédnde von
Eps = A (T)cos(v/2 + m) = FAL(T)sin(y/2). Wird nun eine endliche Phasendiffe-
renz v > 0 betrachtet, so schneiden die beiden Aste der Relation Fpg = FA(T)sin(y/2)
bereits bei v = 0 die y-Achse und elektronenartige und lochartige Quasiteilchenanregun-
gen vertauschen ihre Rollen. Daraus resultiert ein Strom in negativer Richtung, der von
niederenergetischen Quasiteilchenanregungen getragen wird.

In Abbildung[5.10]ist die Energie der gebundenen Zusténde fiir den normalen Josephson-
Kontakt und den Josephson-Kontakt mit einer intrinsischen Phasendifferenz von vy = 7
(m-Josephson-Kontakt) schematisch dargestellt. In (a) sind fiir den Fall eines normalen
Josephson-Kontaktes die beiden Aste Eps = +A(T)cos(y/2) eingezeichnet. In (b) ist
der Fall eines m-Josephson-Kontaktes abgebildet, bei dem bereits bei verschwindender Pha-
sendifferenz v = 0 gebundene Zusténde bei Fpg = 0 vorhanden sind. Dies entspricht einer
relativen Phasenverschiebung von 9 = 7 der Energie der gebundenen Zusténde gegeniiber
dem normalen Josephson-Kontakt. Folglich liegt der blaue Ast, der in (a) fir 0 < v < 7
im Bereich positiver Energien liegt, in (b) im Bereich negativer Energien. Entsprechend
liegt der rote Ast, der in (a) fiir 0 < v < 7 im Bereich negativer Energien lag, in (b) im
Bereich positiver Energien. Damit vertauschen elektronenartige und lochartige Quasiteil-
chenanregungen ihre Rollen. Aus dieser Vertauschung der Rollen von elektronenartigen und
lochartigen Quasiteilchenanregungen folgt der in umgekehrter Richtung flieflende Strom des
m-Josephson-Kontaktes.

Im Fall der Mikrobriicke, die aus einem d-Wellen-Supraleiter mit der Orientierung
a = w/4 besteht, werden die gebundenen Andreev-Zustinde mit der Energie Fps = 0
durch die Auswirkungen der Symmetrie der d-Welle auf die Reflexionen der Quasiteilchen
an Oberflichen der Geometrie hervorgeruferﬁ Ist das relative Gewicht der gebundenen Zu-
stdnde im Josephson-Kontakt ausreichend grofs, so dominieren die in negativer Richtung
flieflenden Stréme und es folgt ein negativer kritischer Strom bzw. eine endliche intrinsische
Phasendifferenz vy # 0 des gesamten Josephson-Kontaktes.

4Detaillierte Untersuchungen zur lokalen Zustandsdichte an Oberflichen von d-Wellen Supraleitern sind
u. a. in den Referenzen [115,116] zu finden.
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5.4 FEinfluss der Breite der Mikrobriicke

In diesem Abschnitt wird der Einfluss der Breite der Mikrobriicke auf die Strom-Phasen-
Beziehungen und die kritischen Stréme untersucht. Dazu sind in Abbildung [5.11] bei einer
festen Temperatur von 7' = 0.5 T, fiir die drei Orientierungen der d-Welle « = 0, o = 7/8
und a = 7/4 fiir verschiedene Lingen der Mikrobriicke die kritischen Strome in Abhéngigkeit
der Breite 2w dargestellt. Zusétzlich sind in Abbildung fiir alle drei Orientierungen der
d-Welle fiir eine représentative Lange die Strom-Phasen-Beziehungen fiir einige Breiten der
Mikrobriicke abgebildet.

Bei einer Orientierung von o = 0 gibt es keine riickfliefsenden Oberflachenstréme und
die kritischen Stréme sind direkt proportional zur Breite der Engstelle (siche Abb.[5.11fa)).
Dieses Verhalten ist nicht durch die Lénge der Mikrobriicke beeinflusst. Die Lange der Mi-
krobriicke fiihrt fiir diese Orientierung der d-Welle nur zu einer Variation der absoluten
Werte der kritischen Stréme: mit zunehmender Léange der Mikrobriicke nehmen die kriti-
schen Stréome ab. Der Einfluss der Lénge wird im néchsten Abschnitt genauer untersucht.
Fiir die in Abbildung a) fett hervorgehobene Kurve sind in Abbildung a) fiir ei-
nige exemplarische Breiten die Strom-Phasen-Beziehungen abgebildet. Fiir die verwendeten
Werte fiir die Parameter 2[, 2w und T sind die Strom-Phasen-Beziehungen néherungsweise
sinusférmig. Die Variation der Breite der Mikrobriicke 2w verdndert die funktionale Form
der Strom-Phasen-Beziehung nicht, sondern skaliert einzig die Amplitude. Hieraus wird der
lineare Anstieg des kritischen Stromes mit zunehmender Breite der Mikrobriicke ersichtlich.

Bei einer Orientierung der d-Welle von a = /8 modifizieren die riickfliefenden Oberfla-

chenstrome das Verhalten des kritischen Stromes. Fiir kleine Breiten der Engstelle wéchst
der kritische Strom bei allen Léngen schwécher als linear an. Dieser schwéchere Anstieg
geht ndherungsweise bei 2w ~ 2 in einen linearen Anstieg {iber. Der schwéchere Anstieg
bei kleinen Breiten der Mikrobriicke entsteht durch den Einfluss der riickflieffenden Ober-
flachenstrome, die den in positiver Richtung fliekenden Gesamtstrom verringern. Bei grofen
Breiten wéchst der kritische Strom linear an, da der Beitrag der riickfliefenden Oberfléchen-
strome ab einer bestimmten Breite konstant bleibt und nicht weiter anwéchst.
Die Strom-Phasen-Beziehungen sind im Fall der Orientierung oo = /8 gegeniiber der Ori-
entierung o = 0 veréndert. Der Einfluss der riickfliekenden Oberflichenstréme fithrt bei ge-
ringen Breiten der Mikrobriicke zu einer positiven Kriimmung der Strom-Phasen-Beziehung
fiir kleine Phasendifferenzen. Fiir grofe Breiten der Mikrobriicke sind die Strom-Phasen-
Beziehungen gegeniiber der Orientierung oo = 0 kaum verandert.

Bei einer Orientierung von o = 7/4 sind bei kleinen Breiten der Mikrobriicke die riick-

fliekenden Oberflaichenstréme dominant und es resultiert ein negativer kritischer Strom. Mit
zunehmender Lange der Mikrobriicke wird der Bereich der Breite, fiir den der kritische Strom
negativ ist, grofer. Der Einfluss der Lange der Mikrobriicke wird im néchsten Abschnitt ge-
nauer untersucht.
Im Fall der Orientierung o = 7/4 weisen die Strom-Phasen-Beziechungen, je nach Breite der
Mikrobriicke, Bereiche mit negativem Strom auf. Bei kleinen Werten der Breite der Engstelle
ist auch das absolute Maximum der Strom-Phasen-Beziehung und damit der kritische Strom
negativ.

Auch fiir die in Abbildung [5.12] gezeigten Strom-Phasen-Beziehungen wurde eine Ent-
wicklung in eine Sinus-Reihe durchgefiihrt. Entsprechende Ergebnisse fiir die ersten beiden
Koeffizienten I; und I sind in Abbildung dargestellt. Bei allen drei verwendeten Ori-
entierungen der d-Welle liefert der Koeffizienten mit n = 2 einen unverénderten Beitrag, der
negativ ist und dessen Betrag linear mit zunehmender Breite anwéachst. Der Koeffizient der
ersten Harmonischen I; spiegelt bei allen Orientierungen direkt das Verhalten des kritischen
Stromes wider. Bei einem positiven Koeffizienten I; ist auch der kritische Strom positiv. Ein
Vorzeichenwechsel von I; entspricht einem Vorzeichenwechsel von I.. Die Koeffizienten zu
hoheren Harmonischen sind fiir die verwendete Temperatur von 7' = 0.5 T, vernachléssigbar

klein (vgl. Abb. [5.7).
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Abbildung 5.11: Einfluss der Breite der Mikrobriicke. Fiir drei Orientierungen der d-Welle
(¢ = 0 in (a), « = 7/8 in (b) sowie @« = 7/4 in (c)) ist jeweils der kritische Strom in
Abhéngigkeit der Breite 2w der Mikrobriicke fiir verschiedene Langen 2 dargestellt. Fiir die

gesamte Abbildung ist T'= 0.57,.



104

5 d-WELLEN-SUPRALEITER: MIKROBRUCKE

0.8

f2w=3.14 &
| 2w=2.51 &,
| 2w=1.88 &,
0.6 2w=1.26 &
| 2w=0.942 &,
| 2w=0.628 &,
| 2w=0.314 &,

0.4 | 2w=0.0628 &,

1/(reN(0)Ve kg Tcéod)

0.2

0.0!

00 02

10

07 T T T y T
Fow=3.14 &
0.6 2Ww=2.514
T 2w=1.88 &
L 2w=1.26 &
F2w=0.942 &
F 2w=0.628 &,
0.4 2w=0.314 &,
| 2w=0.0628 &
03[

0.

()]

I/(meN(0)Vg kg Tcéod)

0.1F

065
Mow=3.14 &
0.5 2Ww=2.51 &

[ ow=1.88 &
Fow=1.26 &
0.4 Fow=0.942 &,
[ 2w=0.628 &
0.3} 2w=0.314 &,

| 2w=0.0628 &

I/(meN(0)Vg kg Tcéod)

v

Abbildung 5.12: Fiir einige Punkte auf den fett hervorgehobenen Kurven aus Abbildung [5.11]
zu den Orientierungswinkeln o = 0, 7/8 und 7/4 sind die Strom-Phasen-Beziehungen dar-
gestellt. Entsprechend Abbildung ist T'=0.5T,.
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Abbildung 5.13: Die ersten beiden Koeffizienten I,,, n = 1,2 der Entwicklung der Strom-
Phasen-Beziehungen aus Abbildung in eine Sinus-Reihe entsprechend Gleichung (5.3).
Hohere Koeffizienten sind fiir die verwendete Temperatur von T' = 0.5 T, bereits irrelevant.
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5.5 Einfluss der Lange der Mikrobriicke

In diesem Abschnitt steht der Einfluss der Lange der Mikrobriicke auf die Strom-Phasen-
Bezichungen und den kritischen Strom im Mittelpunkt. In Abbildung sind dazu fiir
eine feste Temperatur von T' = 0.5, fiir die drei Orientierungen o = 0, 7/8 und 7 /4
fiir verschiedene Breiten der Mikrobriicke die kritischen Strome in Abhéngigkeit der Lan-
ge 21 dargestellt. Zusitzlich sind in Abbildung [5.15]fiir eine repriisentative Breite die Strom-
Phasen-Beziehungen fiir verschiedene Werte der Lange der Mikrobriicke abgebildet.

Bei der Orientierung o = 0 fallt der kritische Strom fiir alle Breiten mit zunehmen-
der Lange der Engstelle ab und verschwindet im Grenzfall [ — oco. Das Verschwinden des
kritischen Stromes fiir asymptotisch groffe Langen der Mikrobriicke ist eine FEigenschaft
des S-N-S-Modells, die im Rahmen der selbstkonsistenten Rechnungen fiir den s-Wellen-
Supraleiter nicht gefunden wurde (siche Abb. . Dennoch liefert das S-N-S-Modell kor-
rekt das Abfallen des kritischen Stromes mit zunehmender Lange. Wie bereits erwihnt,
wird das S-N-S-Modell fiir Orientierungen « # 0 besser, da die zusétzliche Unterdriickung
des Paarpotentials an den Oberflichen zu einer Unterdriickung des Paarpotentials in der
Engstelle fiithrt, die im S-N-S-Modell enthalten ist.

Die Strom-Phasen-Beziehungen fiir die Orientierung o = 0 sind fiir die verwendeten
Werte fiir w und T in guter Ndherung sinusférmig. Mit zunehmender Lange der Engstelle
nimmt ihre Amplitude ab und der kritische Strom wird kleiner.

Im Fall der Orientierung o = m/8 fallt der kritische Strom mit zunehmender Linge
schneller ab als fiir &« = 0. Dies weist darauf hin, dass die riickfliefenden Oberflachenstréme
mit zunehmender Lange der Mikrobriicke im Vergleich zu den in positiver Richtung fliefsen-
den normalen Transportstromen zunehmend an relativem Gewicht gewinnen. Der kritische
Strom bleibt aber bei der Orientierung o = 7/8 fiir alle Langen positiv. Die Strom-Phasen-
Beziehungen sind entsprechend gegeniiber der Orientierung o = 0 nur wenig veréndert.

Bei der Orientierung o = 7 /4 féllt der kritische Strom mit zunehmender Léinge der
Mikrobriicke noch schneller ab als fiir & = 7/8 und wird ab einer bestimmten Lénge fiir alle
Breiten negativ. Dieses Verhalten bestétigt die Beobachtung, dass mit zunehmender Léange
der Mikrobriicke die riickfliekenden Oberflichenstréme den Gesamtstrom dominieren. Dies
impliziert, dass die riickfliekenden Oberflichenstréme robuster gegen eine Unterdriickung
des Paarpotentials sind als die normalen Transportstréme.

Die Strom-Phasen-Beziehungen zeigen bei der Orientierung o = 7/4 mit zunehmender
Lénge deutlichere negative Bereiche, die ab dem unstetigen Ubergang zu einem negativen
kritischen Strom dominieren. Bei weiterem Anwachsen der Lange der Mikrobriicke fillt aber
auch der Beitrag der riickfliefenden Oberflichenstrome ab und der Betrag der negativen
kritischen Strome wird kleiner.

Die Koeffizienten der Entwicklung der Strom-Phasen-Beziechungen aus Abbildung
in eine Sinus-Reihe sind in Abbildung dargestellt. Es ergibt sich ein dhnliches Bild
wie bei der Untersuchung des Einflusses der Breite der Mikrobriicke. Der erste Koeffizient
spiegelt direkt das Verhalten des kritischen Stromes wider. Ein Vorzeichenwechsel von I
entspricht direkt einem Vorzeichenwechsel des kritischen Stromes, und sowohl I als auch I
fallen mit zunehmender Léange der Mikrobriicke schnell ab. Der zweite Koeflizient ist nahezu
unabhéngig von der Orientierung und féllt ebenfalls schnell mit zunehmender Lénge ab.
Koeffizienten zu hoheren Harmonischen sind bei der verwendeten Temperatur von T' = 0.5 7T
fiir alle drei Orientierungen vernachléssigbar klein.
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Abbildung 5.14: Einfluss der Lénge der Mikrobriicke. Fiir drei Orientierungen der d-Welle

(¢ = 0in (a), « = /8 in (b) sowie o =

w/4 in (c)) ist jeweils der kritische Strom in

Abhéngigkeit der Lange 2] der Mikrobriicke fiir verschiedene Breiten 2w dargestellt. Fiir die

gesamte Abbildung ist 7' = 0.57T..
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Abbildung 5.15: Fiir einige Punkte auf den fett hervorgehobenen Kurven aus Abbildung[5.17]
zu den Orientierungswinkeln o = 0, 7/8 und 7 /4 sind die Strom-Phasen-Beziehungen dar-
gestellt. Entsprechend Abbildung [5.14]ist T'= 0.57T,.
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Abbildung 5.16: Die ersten beiden Koeffizienten I,,, n = 1,2 der Entwicklung der Strom-
Phasen-Beziehungen aus Abbildung in eine Sinus-Reihe entsprechend Gleichung (/5.3)).
Hohere Koeflizienten sind fiir die verwendeten Parameter vernachléssigbar klein.
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5.6 Einfluss der Orientierung der d-Welle

Zur Untersuchung des Einflusses der Orientierung der d-Welle auf die Strom-Phasen-
Beziehungen und den kritischen Strom wird in diesem Abschnitt fiir eine exemplarische
Geometrie (20 = 2w = 0.628&y) bei einer festen Temperatur von T = 0.57, der Orientie-
rungswinkel « variiert. Der Einfluss von « bei verschiedenen Geometrien und Temperaturen
wird im néchsten Abschnitt mit Hilfe von 0-w-Phasendiagrammen diskutiert.

In Abbildung a) sind Strom-Phasen-Beziehungen fiir Orientierungswinkel zwischen
a = 0 und o = 7/4 dargestellt. Bei @ = 0 ist die Strom-Phasen-Bezichung nahezu si-
nusférmig. Mit wachsendem Winkel o wéchst der Beitrag der negativen Strome und die
Strom-Phasen-Beziehungen weichen zunehmend von der n&herungsweise sinusférmigen Ab-
héngigkeit ab. Wie in Teilabbildung (b) zu sehen ist, nimmt das absolute Maximum der
Strom-Phasen-Beziehung, das den kritischen Strom angibt, entsprechend ab. Der Ubergang
zu einem negativen kritischen Strom ist unstetig, da das absolute Maximum der Strom-
Phasen-Beziehung unstetig von positiven zu negativen Werten springt. In der Umgebung des
Uberganges zu einem negativen kritischen Strom nehmen die Strom-Phasen-Beziehungen né-
herungsweise die Form I = I.sin(27) an. Bei einer weiteren Erhchung des Winkels o wéchst
der negative Beitrag zum Strom an und der Betrag des negativen kritischen Stromes nimmt
zu.

Die Ergebnisse einer Entwicklung der Strom-Phasen-Beziehungen aus Abbildung|5.17|(a)
in eine Sinus-Reihe sind in Abbildung dargestellt. Der Koeffizient der zweiten Harmo-
nischen I ist nahezu unabhéngig von der Orientierung. Der Koeffizient der ersten Harmo-
nischen I; hingegen bestimmt das Verhalten des kritischen Stromes. Der Vorzeichenwechsel
von I; gibt direkt den Vorzeichenwechsel des kritischen Stromes an. In der direkten Um-
gebung des Vorzeichenwechsels von I; wird der Beitrag von Is dominant und der kritische
Strom wechselt unstetig das Vorzeichen.
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Abbildung 5.17: Einfluss der Orientierung der d-Welle fiir 2] = 2w = 0.628 g und T' = 0.5 7.
In (a) sind die Strom-Phasen-Beziehungen fiir verschiedene Werte von o dargestellt, in (b)
die entsprechenden kritischen Stréme.
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Abbildung 5.18: Die ersten beiden Koeffizienten I,,, n = 1,2 der Entwicklung der
Strom-Phasen-Beziehungen aus Abbildung a) in eine Sinus-Reihe entsprechend Glei-

chung (5.3).



112 5 d-WELLEN-SUPRALEITER: MIKROBRUCKE

5.7 0-m-Phasendiagramme

Da die Strom-Phasen-Beziechungen und der kritische Strom der Mikrobriicke im Fall des
d-Wellen-Supraleiters von vier Parametern abhéngen, ist eine iibersichtliche Darstellung
der Ergebnisse in zusammenfassenden Abbildungen &duflert niitzlich. In den vorhergehen-
den Abschnitten wurden die vier Parameter, gegeben durch die drei geometrischen Para-
meter, Lénge 2[, Breite 2w und Orientierungswinkel «, sowie die Temperatur T', einzeln
variiert, wihrend die anderen Parameter festgehalten wurden. Die Darstellung lésst sich je-
doch tiibersichtlicher fassen, wenn man sich auf das Vorzeichen des kritischen Stromes sowie
die Existenz von Nullstellen der Strom-Phasen-Beziehung beschrankt. Diese Charakterisie-
rung eines Josephson-Kontaktes fult auf der Anderung der Freien Energie £(v) — £(0) des
Kontaktes durch eine Anderung der eichinvarianten Phasendifferenz ~,

ee) - €0) = g [ 1)

die bereits in Abschnitt [3.5] diskutiert wurde sowie in Anhang [C] aus dem mikroskopischen
Eilenberger-Funktional abgeleitet wird. Die Existenz von Nullstellen vy der Strom-Phasen-
Beziehung I(v) mit dI(7y)/dy|y=, > 0 bestimmt, ob im Grundzustand eine endliche Pha-
sendifferenz g # 0 vorliegt.

Im Rahmen der vorliegenden Arbeit treten keine Strom-Phasen-Beziehungen mit mehr als
einer Nullstelle im Intervall 0 < v < m auf. Folglich lassen sich durch die Betrachtung
der zwei genannten Kriterien, dem Vorzeichen des kritischen Stromes sowie der Existenz
einer Nullstelle der Strom-Phasen-Beziehungen im Intervall 0 < v < 7 mit der notwendigen
Stabilitédtseigenschaft, vier unterschiedliche Zusténde des Kontaktes unterscheiden:

e Ist der kritische Strom positiv und existiert im Intervall 0 < v < 7 keine Nullstelle
der Strom-Phasen-Beziehung, so ist im Grundzustand die intrinsische Phasendifferenz
Yo = 0 und folglich liegt ein ,normaler oder 0-Josephson-Kontakt vor.

e Ist der kritische Strom positiv und es existiert im Intervall 0 < v < 7 eine Nullstelle
der Strom-Phasen-Beziehung bei v = o mit dI(y)/dy|y=, > 0, so folgt im Grundzu-
stand eine intrinsische Phasendifferenz von ~q. Folglich liegt ein ¢-Josephson-Kontakt
vor.

e Ist der kritische Strom negativ und es existiert im Intervall 0 < v < 7 keine Null-
stelle der Strom-Phasen-Beziehung, so ist die intrinsische Phasendifferenz im Grund-
zustand 79 = 7w und folglich liegt ein m-Josephson-Kontakt vor.

e Ist der kritische Strom negativ und es existiert im Intervall 0 < v < 7 eine Nullstelle
der Strom-Phasen-Beziehung bei v = ~o mit dI(vy)/dy|y=+, > 0, so folgt im Grund-
zustand eine intrinsische Phasendifferenz von vy. Damit liegt auch in diesem Fall ein
p-Josephson-Kontakt vor.

Tragt man die Abgrenzungen dieser vier Félle iiber zwei der vier genannten Parameter (21,
2w, o, T') auf, so erhélt man Phasendiagramme, die im Folgenden als 0-m-Phasendiagramme
bezeichnet werden. Diese 0-m-Phasendiagramme stellen die Eigenschaften des Kontaktes,
insbesondere das Vorzeichen des kritischen Stromes sowie die intrinsische Phasendifferenz ~,
zusammenfassend dar. Die in Anhang [C] mikroskopisch abgeleitete Verkniipfung zwischen
der Strom-Phasen-Beziehung I(7) und der Anderung der Freien Energie £(y) — £(0) eines
Josephson-Kontaktes stellt die 0-m-Phasendiagramme auf eine fundierte Basis.

In den vorhergehenden Abschnitten hat sich gezeigt, dass der kritische Strom fiir die
Winkel & = 0 und o = 7/8 nie negative Werte annimmt. Deshalb wird im ersten dargestell-
ten O-m-Phasendiagramm in Abbildung zunéchst der Orientierungswinkel mit o = /4
fixiert. In diesem Phasendiagramm werden die vier moéglichen Zusténde fiir eine feste Tempe-
ratur von T = 0.5 T, iiber den Parametern Lange und Breite der Mikrobriicke aufgetragen.
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Abbildung 5.19: 0-m-Phasendiagramm bei einem festen Orientierungswinkel von o = 7/4
und einer festen Temperatur von 7' = 0.57, fiir die Variation der Breite 2w sowie der
Lange 2l der Mikrobriicke. Die rote Linie grenzt die Bereiche positiven kritischen Stromes
(hellblau, dunkleres Blau) von den Bereichen negativen kritischen Stromes (helleres und
dunkleres Braun) ab. Die tatséchlich berechneten Punkte sind grau eingezeichnet, wobei
sich die Fehlerbalken aus dem Abstand der Langen und Breiten ergeben, fiir die das S-N-S-
Modell ausgewertet wurde.

Die rote Linie in Abbildung[5.19 grenzt die Bereiche positiven und negativen kritischen Stro-
mes ab. In dunklerem Blau ist der Bereich eingezeichnet, in dem ein 0-Josephson-Kontakt
realisiert wird. Der Bereich eines m-Josephson-Kontaktes ist in dunklerem Braun dargestellt.
In den jeweils helleren Schattierungen sind die Bereiche gefirbt, in denen ein ¢-Josephson-
Kontakt auftritt.

Die Werte fiir den Ubergang zwischen positivem und negativem kritischem Strom wur-
den aus den Abbildungen [5.11] und extrahiert. Fiir die Abgrenzung der @-Bereiche
wurde eine grofe Anzahl an Strom-Phasen-Beziehungen berechnet und beziiglich des Auf-
tretens einer Nullstelle untersucht. Es wird durch diese Darstellung deutlich, dass bei einer
Orientierung von a = w/4 bei grofer Lange der Mikrobriicke (im Vergleich zur Breite)
ab einer bestimmten Lange immer ein 7-Josephson-Kontakt resultiert, wahrend bei kleiner
Lange der 0-Zustand eintritt. Des Weiteren zeigt sich, dass ein ¢-Josephson-Kontakt in der
Umgebung des Uberganges zwischen positivem und negativem kritischem Strom auftritt.
Zusatzlich zeigt dieses erste 0-m-Phasendiagramm, dass bei kleinen Breiten der Engstelle fiir
alle Langen der ¢-Zustand realisiert wird.
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Im n&chsten Schritt stellt sich die Frage, inwiefern dieses Verhalten von der Tempera-
tur abhéngt. Folglich wird in den n#chsten vier gezeigten 0-m-Phasendiagrammen in Ab-
bildung weiterhin der Orientierungswinkel mit o = 7/4 festgehalten, wihrend je-
weils die Breite der Engstelle 2w und die Temperatur T variiert werden. Die vier 0-m-
Phasendiagramme in Abbildung beziehen sich dabei auf vier unterschiedliche Werte
der Lange der Engstelle 21.

Betrachtet man die vier 0-w-Phasendiagramme in Abbildung [5.20] so sieht man, dass die
Temperatur nur einen sehr geringen Einfluss auf das Vorzeichen des kritischen Stromes hat.
Nur fiir einen sehr engen Bereich an Breiten 2w liegt ein Ubergang zwischen positivem und
negativem kritischem Strom vor. Dieses Verhalten wurde auch schon in Abschnitt in
dem die Temperatur variiert wurde, festgestellt.

Bei allen vier 0-w-Phasendiagrammen in Abbildung[5.20]zeigt sich, dass bei hohen Tempe-

raturen aufgrund des Verschwindens hoherer Harmonischer nur ein sehr schmaler ¢-Bereich
in der Umgebung des Uberganges zwischen positivem und negativem kritischem Strom vor-
liegt. Allerdings tritt auch bei hohen Temperaturen bei sehr kleinen Breiten der Mikrobriicke
ein ¢-Josephson-Kontakt auf. Dies folgt aus der Geometrie der Mikrobriicke. Bei allen Brei-
ten der Mikrobriicke 2w flieBen bei einer Orientierung von o = w/4 die riickfliefenden
Strome an den Oberflichen der Geometrie (an den Seiten der Engstelle). Gleichzeitig fliefien
bei allen Breiten im Zentrum der Engstelle normale Transportstrome. Folglich liegen bei der
rechtwinkligen Mikrobriicke nie ausschliefslich riickfliekende Strome vor und nur im Grenzfall
T — T, werden die Strom-Phasen-Beziehungen sinusférmig.
Bei tieferen Temperaturen verbreitert sich der o-Bereich in der Umgebung des Ubergan-
ges zwischen positivem und negativem kritischen Strom und der w-Bereich verschwindet.
Dies zeigt deutlich, dass bei tiefen Temperaturen hohere Harmonische die Strom-Phasen-
Beziehung dominieren. Diese Tatsache wurde bereits bei der Entwicklung der Strom-Phasen-
Beziehungen in eine Sinus-Reihe festgestellt (vgl. Abb. .
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Abbildung 5.20: 0-w-Phasendiagramme bei einem festen Orientierungswinkel von o = /4
fiir die Variation der Breite der Engstelle 2w sowie der Temperatur T'. Es sind vier Phasen-
diagramme fiir verschiedene Langen der Engstelle 2] abgebildet. Die rote Linie grenzt die
Bereiche positiven kritischen Stromes (hellblau, dunkleres Blau) von den Bereichen negativen
kritischen Stromes (helleres und dunkleres Braun) ab. Die tatséchlich berechneten Punkte
sind grau eingezeichnet, wobei sich die Fehlerbalken aus dem Abstand der ausgewerteten
Léngen und Breiten ergeben.
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Aus den 0-m-Phasendiagrammen fiir die Parameter Breite 2w und Temperatur T in
Abbildung [5.20] sowie Abschnitt [5.2] ergibt sich, dass die Temperatur nur einen sehr schwa-
chen Einfluss auf den Ubergang zwischen positivem und negativem kritischem Strom hat.
Deshalb werden in Abbildung vier 0-w-Phasendiagramme gezeigt, bei denen fiir eine
feste Temperatur von 7' = 0.5 T, der Orientierungswinkel « variiert wird. Die vier gezeigten
0-m-Phasendiagramme beziehen sich dabei wieder, entsprechend der vorhergehenden Ab-
bildung [5.20} auf vier unterschiedliche Léngen der Mikrobriicke. Damit kann der Einfluss
des Orientierungswinkels a genauer untersucht werden und es kénnen zusammenfassende
Ergebnisse gezeigt werden, die die exemplarische Darstellung zum Einfluss des Orientie-
rungswinkels aus Abschnitt verallgemeinern.

Bei einem Winkel von o = 7/4 zeigen die 0-m-Phasendiagramme in Abbildung die
Ergebnisse der vorherigen 0-w-Phasendiagramme aus Abbildung [5.20] bei der Temperatur
von T' = 0.5T,. Fiir einen bestimmten Wert der Breite der Engstelle 2w wird der Bereich an
Orientierungswinkeln «, fiir den der ¢-Zustand realisiert wird, maximal. Fiir kleinere und
grofere Breiten 2w ist der ¢-Bereich auf einen kleineren Winkelbereich nahe o« = 7/4 ein-
geschrinkt. Der p-Bereich im 0-m-Phasendiagramm verschiebt sich mit zunehmender Léange
der Engstelle 2] zu groferen Breiten wobei die Form des Bereiches ndherungsweise erhalten
bleibt.

Weitere Testrechnungen haben gezeigt, dass die O-m-Phasendiagramme fiir die Parame-
ter a und 2w, die in Abbildung flir eine feste Temperatur von T = 0.57, gezeigt
wurden, nur sehr schwach von der Temperatur abhédngen. Deshalb wird auf die Darstellung
der entsprechenden Ergebnisse fiir verschiedene Temperaturen verzichtet.
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Abbildung 5.21: 0-w-Phasendiagramme bei einer festen Temperatur von T = 0.57, fiir
die Variation der Breite der Engstelle 2w sowie des Orientierungswinkels . Entsprechend
Abbildung [5.20] sind vier Phasendiagramme fiir verschiedene Léngen der Engstelle 21
abgebildet. Darstellung entsprechend Abbildung [5.20]
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Kapitel 6

d-Wellen-Supraleiter:
(Geometrischer
m-Josephson-Kontakt

Im letzten Kapitel wurde eine rechtwinklige Mikrobriicke bestehend aus einem Supraleiter
mit d-Wellen-Symmetrie der Paarwechselwirkung untersucht. Dabei hatte sich gezeigt, dass
bei einer geeigneten Orientierung der d-Welle beziiglich der Geometrie der Mikrobriicke ein
Josephson-Kontakt mit einer endlichen intrinsischen Phasendifferenz und einem negativen
kritischen Strom folgt. Des Weiteren wurde der Zusammenhang zwischen dem Auftreten
von gebundenen Andreev-Zusténden in der Engstelle und dem Auftreten von riickfliefenden
Oberflachenstromen nachgewiesen, die zu negativen kritischen Stréomen fiithren. Allerdings
tritt im Fall der rechtwinkligen Mikrobriicke eine endliche intrinsische Phasendifferenz nur
fiir bestimmte geometrische Verhéltnisse und bestimmte Temperaturen auf.

In diesem Kapitel wird eine spezielle Geometrie vorgeschlagen, bei der das Auftreten
der intrinsischen Phasendifferenz wesentlich robuster ist und bei grofseren Abmessungen der
Engstelle auftritt (siehe Abb.[6.1). Dies wird durch eine Geometrie erreicht, bei der die Tra-
jektorien, die die Engstelle passieren, bevorzugt an einer Oberfliche mit einer Orientierung
der Oberflachennormalen beziiglich der d-Welle von oo = /4 reflektiert werden und somit in
der Engstelle fiir gebundene Andreev-Zusténde bei der Energie £ = 0 mit starkem Gewicht
sorgen. Die Eigenschaften dieser speziellen Engstellen-Geometrie werden in diesem Kapi-
tel sowohl anhand selbstkonsistenter Ergebnisse als auch mit einem nicht-selbstkonsistenten
Modell fiir das Paarpotential untersucht.

Die zentralen Ergebnisse dieses Kapitels sind in den Referenzen [117-119] verdffentlicht.

B

Abbildung 6.1: Geometrie des m-Josephson-Kontaktes bestehend aus einem Streifen eines
epitaktisch aufgewachsenen diinnen Films eines Supraleiters mit d-Wellen-Symmetrie mit
einer lateralen keilférmigen Einschniirung.

119
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Substrat

Abbildung 6.2: Zwei Typen von Trajektorien passieren die Engstelle: Trajektorien vom ersten
Typ werden nicht reflektiert und durchqueren die Engstelle direkt, wiahrend Trajektorien
vom zweiten Typ an der geraden Begrenzung der Engstelle reflektiert werden.

6.1 Konzept des geometrischen m-Josephson-Kontaktes

Das Grundkonzept des geometrischen 7-Josephson-Kontaktes folgt aus der Feststellung, dass
an einer Oberfliche eines Supraleiters mit d-Wellen-Symmetrie, die beziiglich der d-Welle
eine Orientierung von o = 7/4 aufweist, starke gebundene Andreev-Zustande bei E = 0 vor-
liegen. Die starke Ausprégung der gebundenen Zusténde bei der Energie £ = 0 begriindet
sich damit, dass entlang aller Trajektorien, die an der Wand reflektiert werden, ein Vor-
zeichenwechsel des Paarpotentials vorliegt und somit alle Trajektorien zu den gebundenen
Zustdnden beitragen. Zudem entstammen die Trajektorien, die an der Oberflache reflektiert
werden, aus Bereichen tief im Inneren des Supraleiters, wo eine voll ausgebildete Energieliicke
vorliegt.

Die grundlegende Geometrie des aus dieser Uberlegung resultierenden speziellen
Engstellen-Josephson-Kontaktes besteht aus einem epitaktisch aufgewachsenen Streifen ei-
nes d-Wellen-Supraleiters mit ¢é-Achsen-Orientierung und einem Orientierungswinkel von
a = 7/4 beziiglich der Seiten des Streifens. Engt man diesen Streifen von einer Seite keilfor-
mig ein, so erhdlt man die gewiinschte Geometrie des geometrischen m-Josephson-Kontaktes.
Diese Geometrie ist in Abbildung[6.1]skizziert. Die drei definierenden Parameter sind folglich

1. die verbleibende Breite des Streifens w,
2. die Orientierung der d-Welle o sowie

3. der Offnungswinkel des Keils £.

Die Engstelle, die durch die keilférmige Einschniirung des Streifens erzeugt wird, bildet den
Josephson-Kontakt. Bei geeigneter Wahl der Orientierung der d-Welle sowie einer hinrei-
chend kleinen Breite w folgt ein w-Josephson-Kontakt.

Um die Funktionsweise des geometrischen m-Josephson-Kontaktes zu verstehen, ist es
niitzlich, die zwei méglichen Verlaufe von Quasiteilchen-Trajektorien zu betrachten, die die
Engstelle passieren (siche Abb. . Die relevanten Trajektorien kénnen die Engstelle ent-
weder direkt (ohne Reflexion, Typ 1) oder mit einer Reflexion an der ,oberen* Kante des
Streifens durchqueren (Typ 2).

Trajektorien des ersten Typs sind fiir & = 7/4 ndherungsweise entlang einer Knotenlinie
des Paarpotentials orientiert. Damit liegt entlang dieser Trajektorien ein konstantes (schwa-
ches) Paarpotential vor. Folglich fithren sie nicht zu gebundenen Andreev-Zustédnden und
tragen nicht zum Auftreten einer intrinsischen Phasendifferenz bei.
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Trajektorien des zweiten Typs hingegen sind vor und nach der Reflexion, also links und
rechts der Engstelle, in Richtung benachbarter Keulen der d-Welle orientiert. Damit unter-
liegen sie im Fall von a = 7/4 bei der Reflexion einem Vorzeichenwechsel des Paarpotentials.
Dieser Vorzeichenwechsel fithrt an der Oberfliche, an der die Reflexion stattfindet, zu ge-
bundenen Andreev-Zustédnden bei der Energie F = 0.

Die entscheidende Beobachtung ist nun, dass bei hinreichend kleiner verbleibender Breite
des Kanals w der Beitrag der reflektierten Trajektorien den Gesamtstrom iiber die Engstelle
dominiert, womit eine endliche intrinsische Phasendifferenz des gesamten Kontaktes verbun-
den ist.

Die Dominanz der reflektierten Trajektorien wird durch die Ausgestaltung der Geo-
metrie begiinstigt. Mit dem Auftreten der gebundenen Andreev-Zustdnde an der geraden
Begrenzung der Geometrie ist eine lokale Unterdriickung der Amplitude des Paarpotentials
verbunden. An der Oberflache verschwindet diese fiir & = 7 /4 vollstdndig. Mit wachsendem
Abstand von der Oberflache steigt die Amplitude des Paarpotentials auf der Skala der Ko-
hérenzlinge auf den bulk-Wert an. Trajektorien des ersten (nicht reflektierten) Typs sind
entlang der geraden Begrenzung der Engstelle ausgerichtet. Folglich bewegen sie sich vor-
nehmlich in einem Bereich mit einer unterdriickten Amplitude des Paarpotentials. Dies fiihrt
zu einem verringerten Gewicht der Trajektorien vom Typ 1 und damit zu einem verringerten
Beitrag zum Gesamtstrom. Das relative Gewicht der reflektierten Trajektorien ist folglich
erhoht.

6.2 Reprasentative selbstkonsistente Ergebnisse

In diesem Abschnitt werden reprasentative selbstkonsistente Ergebnisse gezeigt, die die Ei-
genschaften der vorgeschlagenen Geometrie illustrieren. Diese repriisentativen Ergebnisse
zeigen gleichzeitig nochmals deutlich die charakteristischen Eigenschaften von Supraleitern
mit d-Wellen-Symmetrie auf.

Bei einer Orientierung der d-Welle von a@ = 7/4 und einem Offnungswinkel des Keils
von # = 0 ist der Normalenvektor aller Oberflichen der Geometrie entlang einer Kno-
tenlinie der d-Welle orientiert (siehe Abb. [6.3). Dies fithrt zum Auftreten von gebundenen
Andreev-Zusténden bei der Energie £ = 0 und zu einer Unterdriickung der Amplitude des
Paarpotentials an allen Oberflichen der Geometrie. In den Abbildungen a) und [6.5{a)
ist die selbstkonsistent berechnete Amplitude des Paarpotentials fiir & = 7/4 und 8 = 0 bei
T =0.5T, bzw. T = 0.1 T, dargestellt. Die Unterdriickung der Amplitude des Paarpotenti-
als sowie der Anstieg auf den bulk-Wert auf der Skala der Kohérenzldnge sind deutlich zu
erkennen. Gleichzeitig unterscheidet sich die Verteilung der Amplitude des Paarpotentials
bei den beiden Temperaturen nur geringfiigig.

@
®

B
— Substrat

Abbildung 6.3: Skizze eines geometrischen m-Josephson-Kontaktes, bei dem die keilférmige
laterale Einschniirung mit einem Offnungswinkel von 3 ~ 0 zu einem Schlitz reduziert ist.
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Abbildung 6.4: Amplitude und Phase des Paarpotentials (in (a) und (b)) sowie die Strom-
dichte (in (c)) beim kritischen Strom fiir eine Temperatur von 7" = 0.5 T,. Die Geometrie der
Engstelle ist jeweils durch die roten Linien vermerkt. Es ist a = w/4 sowie § = 0 entspre-
chend der Skizze in Abbildung Lénge und Breite der gesamten betrachteten Geometrie
sind zu L = W = 12.6 §; gew&hlt. In (c) ist die Grauabstufung proportional zum Absolutwert
der Stromdichte und es wurde nur jeder fiinfte tatséchlich berechnete Punkt eingezeichnet.
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Abbildung 6.5: Amplitude und Phase des Paarpotentials (in (a) und (b)) sowie die Strom-
dichte (in (c)) beim kritischen Strom fiir eine Temperatur von T' = 0.1 7. Darstellung und
sonstige Parameter entsprechend Abbildung
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In den Teilabbildungen (b) der selben Abbildungen sind die entsprechenden Verteilungen
der Phase des Paarpotentials dargestellt. Die beiden Abbildungen [6.4] und [6.5] beziehen sich
auf Phasendifferenzen -, die dem kritischen Strom entsprechen. Bei der h6heren Temperatur
in Abbildung steigt die Phase monoton vom ,linken* Ende der Geometrie (x < 0) zum
,echten® Ende (z > 0) an. Bei der tieferen Temperatur in Abbildung hingegen bildet
sich eine intrinsische Phasendifferenz aus und die Variation der Phase ist nicht monoton.
Damit unterscheidet sich das Verhalten der selben Geometrie bei den beiden exemplarisch
verwendeten Temperaturen grundlegend.

Das Auftreten einer intrinsischen Phasendifferenz fiihrt gleichzeitig zu einem negativen
Gesamtstrom. Die Stromverteilungen bei den beiden Temperaturen (jeweils beim kritischen
Strom) sind in den Teilabbildungen (c) der beiden Abbildungen und dargestellt. Bei
T = 0.57T, fliekt der iiber einen Querschnitt integrierte Gesamtstrom in positiver Richtung
(von ,links* nach ,rechts”), wihrend sich die Richtung des Gesamtstromes bei T' = 0.17,
umkehrt. Entsprechend der Phasenverteilungen unterscheiden sich auch die Stromverteilun-
gen bei den beiden verwendeten Temperaturen grundlegend. Durch das Wechselspiel von
normalen Transportstrémen und riickfliefenden Oberflichenstréomen ergeben sich komple-
xe Stromverteilungen, zum Teil mit lokalen (nicht quantisierten) Wirbeln und starken Va-
riationen der Stromdichte. Der iiber einen beliebigen Querschnitt integrierte Gesamtstrom
charakterisiert das Verhalten des Josephson-Kontaktes zusammenfassend.

Interessanterweise unterscheidet sich die Verteilung der Amplitude des Paarpotentials
trotz der vollkommen unterschiedlichen Konfigurationen der Phase und der Stromdichte
bei den beiden verwendeten Temperaturen nur unwesentlich. Aus den Abbildungen [6.4)a)
und a) wird deutlich, dass die Trajektorien, die die Engstelle ohne Reflexion passieren,
Bereiche mit verringerter Amplitude des Paarpotentials durchlaufen. Folglich ist ihr relatives
Gewicht verringert und das Auftreten einer intrinsischen Phasendifferenz ist begiinstigt.

6.3 Geometrie und Temperatur: selbstkonsistente
Ergebnisse

In diesem Abschnitt wird der Einfluss der geometrischen Parameter sowie der Temperatur
auf das Verhalten des geometrischen m-Josephson-Kontaktes anhand selbstkonsistent berech-
neter Ergebnisse untersucht. Die Orientierung der d-Welle wird dabei auf o = 7 /4 fixiert, so
dass die gebundenen Andreev-Zustdnde und entsprechend die riickflieflenden Oberflichen-
strome maximal ausgeprégt sind.

Zunichst wird ein Offnungswinkel des Keils von 8 = 0 betrachtet. In Abbildung
werden selbstkonsistent berechnete Strom-Phasen-Beziehungen fiir Temperaturen zwischen
T =0.17, und 0.97, fiir vier verschiedene Breiten der Engstelle w gezeigt.

In Teilabbildung a) wird eine sehr kleine Breite von w = 0.314 &, betrachtet. In die-
sem Fall sind die Strome bei allen Temperaturen und allen Werten der Phasendifferenz ~y
negativ. Folglich resultiert bei allen Temperaturen ein negativer kritischer Strom und ein
m-Josephson-Kontakt.

Mit zunehmender Breite der Engstelle treten zunehmend positive Strome auf, zunéchst
vornehmlich bei hohen Temperaturen. Dies markiert den Ubergang von einem 7-Josephson-
Kontakt zu einem normalen oder 0-Josephson-Kontakt. In Teilabbildung (b), fiir die eine
Breite von w = 3.14 &, verwendet wurde, sind die Strome bei tiefen Temperaturen immer
noch fiir alle Phasendifferenzen negativ, wahrend sie bei hheren Temperaturen bereits fiir
alle Phasendifferenzen positiv sind.

Bei weiter zunehmender Breite der Engstelle werden die negativen Stréme immer schwa-
cher und die positiven Stréme dominieren. In Teilabbildung (c¢) (w = 3.77&p) treten be-
reits nur noch bei den niedrigsten Temperaturen negative Strome auf. In Teilabbildung (d)
(w = 6.28¢&p) sind die kritischen Strome bei allen Temperaturen positiv.
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Abbildung 6.6: Selbstkonsistent berechnete Strom-Phasen-Beziehungen fiir einen Keilwinkel
von 3 = 0. In den vier Teilabbildungen sind Strom-Phasen-Beziehungen fiir vier verschiedene
Breiten der Engstelle w und jeweils Temperaturen von T' = 0.1 T, bis 0.9 T, dargestellt. Der
Orientierungswinkel der d-Welle ist auf o = 7/4 fixiert.
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Abbildung 6.7: Der selbstkonsistent berechnete kritische Strom fiir den Fall 5 = 0. In (a) sind
die Ergebnisse bei fester Breite der Engstelle w iiber der Temperatur aufgetragen, wiahrend
in (b) die selben Daten bei festgehaltener Temperatur iiber der Breite dargestellt sind. Es
ist @ = /4.

Extrahiert man aus den Strom-Phasen-Beziehungen entsprechend Abbildung [6.6] die kri-
tischen Strome, so lasst sich das Verhalten des Josephson-Kontaktes zusammenfassend dar-
stellen. In Abbildung [6.7] sind entsprechende Ergebnisse der selbstkonsistenten Rechnungen
fiir den Keilwinkel 8 = 0 zusammengestellt. In Teilabbildung (a) und (b) sind jeweils die
selben Daten auf zwei unterschiedlichen Arten dargestellt. In (a) sind die kritischen Stro-
me fiir verschiedene Werte der Breite der Engstelle w iiber der Temperatur T aufgetragen,
wihrend in (b) die selben Daten bei festgehaltener Temperatur iiber der Breite der Eng-
stelle dargestellt sind. Aus den beiden Teilabbildungen folgt, dass der 7-Zustand bei kleinen
Werten der Breite der Engstelle und vornehmlich bei tiefen Temperaturen auftritt. Bei sehr
kleinen Werten der Breite der Engstelle iiberlebt der m-Zustand allerdings bis zur hochsten
betrachteten Temperatur von T'= 0.9 7.

Als zentrales Resultat dieser Daten kann festgehalten werden, dass negative kritische Strome
bei tiefen Temperaturen bereits bei Breiten unterhalb von w ~ 4 &, auftreten.

In Abbildung [6.8] sind selbstkonsistent berechnete Daten fiir den kritischen Strom fiir
einen Offnungswinkel des Keils von 3 = /2 dargestellt. Es zeigt sich, dass das prinzipielle
Verhalten auch bei vergroferten Keilwinkeln unverdndert gilt. Allerdings sind geringfiigig
kleinere Breiten w notwendig, um den Bereich negativer kritischer Strome zu erreichen.
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Abbildung 6.8: Der selbstkonsistent berechnete kritische Strom fiir den Fall 8 = 7/2 bei
einem Orientierungswinkel von « = /4. Darstellung entsprechend Abbildung

Die kleineren notwendigen Breiten fiir das Erreichen des m-Zustandes fiir Keilwinkel von
0 > 0 sind verstidndlich, da bei einem vergréfertem Keilwinkel die reflektierten Trajektorien
nur noch aus einem kleineren Winkelbereich entstammen kénnen. Damit sind die Beitrage
der reflektierten Trajektorien insgesamt abgeschwécht und der w-Zustand wird bei kleineren
Breiten realisiert.

6.4 Geometrie und Temperatur: Stufen-Modell

Um zu verstehen, welchen Einfluss die Selbstkonsistenz der Losungen auf die Ergebnisse
hat, ist es niitzlich, diese mit den Ergebnissen eines einfacheren nicht-selbstkonsistenten
Modells fiir das Paarpotential zu vergleichen. Hierzu wird fiir einen Keilwinkel von 5 = 0
im Folgenden ein stufenférmig variierendes Profil untersucht (siehe Abb. :

Aso(T)cos (20 — 2a) e=/2 2 <0

) 6.1
Aso(T)cos (20 — 2a) et/2 2 >0 (6.1)

A(r,pr) = {

Das Koordinatensystem wird hierbei entsprechend der Skizze in Abbildung gewahlt.
Dieses Modell beriicksichtigt weder die Unterdriickung der Amplitude des Paarpotentials an
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8T

Abbildung 6.9: Skizze zum nicht-selbstkonsistenten Stufenmodell, Gleichung (6.1]). Fiir die
Amplitude des Paarpotentials |A| (in (a)) wird iiberall der temperaturabhéngige bulk-Wert
angenommen, wahrend fiir die Phase ¢ eine stufenférmige Variation verwendet wird (in (b)).

den Oberflichen noch die Unterdriickung durch die fliefsenden Stréme, sondern ausschlieft-
lich eine stufenférmige Variation der Phase. Um diese Variation der Phase zu ermdglichen,
wird somit eine Entkopplung der beiden Elektroden als Annahme in das Modell eingefiihrt,
wahrend diese Entkopplung im Rahmen der selbstkonsistenten Rechnungen aus der Unter-
driickung des Paarpotentials in der Engstelle folgt. Dennoch kann dieses einfache Modell
qualitativ richtige Ergebnisse fiir das Verhalten der Engstelle liefern.

Fir das Stufenmodell kénnen die Riccati-Amplituden unter Verwendung der in
Anhang [D] angegebenen Losungen der Riccati-Gleichungen fiir konstante Koeffizienten ana-
lytisch berechnet werden. Mit diesen analytischen Ergebnissen kann die Stromgleichung
geltst und damit die Stromdichte berechnet werden. Zur Berechnung der Gesamtstrome, die
iiber den Kontakt fliefsen, muss die Stromdichte iiber den Querschnitt des Kontaktes inte-
griert werden. Somit reicht es aus, die Riccati-Amplituden auf der negativen y-Achse der
Geometrie aus Abbildung anzugeben.

Fiir die exemplarisch in Abbildung eingezeichnete Trajektorie aus dem Winkelbe-
reich 0 < 6 < /2 ist die korrekte Losung fiir die Riccati-Amplitude a(s) bei z = 0, fiir die
die entsprechende Riccati-Differentialgleichung parallel zur Fermi-Geschwindigkeit vg(kp)
gelost werden muss, der bulk-Wert ,yon links®, also aus dem Bereich x < 0. Die entsprechen-
de Riccati-Differentialgleichung fiir b(s) muss entgegen der Fermi-Geschwindigkeit vp(kp)
gelost werden. Folglich muss die Reflexion der Trajektorie an der geraden Begrenzungslinie
berticksichtigt werden. Von positiven Werten des Trajektorienparameters kommend, ist die
Lésung bis zur Reflexion durch den bulk-Wert ,yvon rechts* gegeben, wobei der Winkel durch
die Reflexion zu 27 — 6 wird. Von der Reflexion bis zum Aufpunkt der Trajektorie auf der
y-Achse der Geometrie muss dann die Losung fiir konstantes Paarpotential aus Anhang
verwendet werden.
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Die resultierenden Losungen fiir die Riccati-Amplituden a(s = 0) und b(s = 0) auf der
negativen y-Achse der Geometrie werden im Folgenden zusammengestellt. Um die Resultate
kompakt anzugeben, sind folgende Definitionen hilfreich:

Qn,0,T) = \/5% + | Ase(T) cos (20 — 2a)| (6.2)
Ao (T) cos (20 — 2ar) eT1/2
— pf —
aL,R(n?07T) - bL,R(naavT) - en +Q(n,9,T) (63)
~ Ax(T) cos (20 — 2a) eT/?
I'(n,0,T) = 2%, 0.T) (6.4)
2
n(n,8,T) = — Q(n,0,T) (6.5)

hl}p

Die Abhéngigkeiten vom Index der Matsubara-Frequenzen n sowie der Temperatur T werden
im Folgenden im Sinne der Lesbarkeit unterdriickt.
Fiir Trajektorien aus dem Winkelbereich 0 < 6 < 7/2 folgt:

a(s=0) = ar(b) (6.6)

[ exp [n(6) I]
br(2m —0) — br(0)

Entsprechend gilt fiir Trajektorien aus dem Winkelbereich 7/2 < 6§ < 7:

b(s=0) =

1
1) <exp[n<0>l1—1>} Toa®)  (67)

a(s=0) = ag(h) (6.8)

exp [n(0) ]

tle=0) = {mzw —0)—b.(0)

£ T7(0) (exp () u—n] Lo (69)

als =0) = exp [(0) 1] H6) (ex IR )
( 0 |:GL(27T— 0) —ar(0) +T7(0) (exp [n(0)] 1)] +ar(9) (6.10)

b(s=0) = br(0) (6.11)

Schlieflich fiir 37/2 < 6 < 27

exp [n(0) 1] -
LR(% —0)—an(e) T 1O (ex0(O)1 - 1)} +ar(f)  (6.12)

bs=0) = by(0) (6.13)

Entsprechend der Skizze in Abbildung bezeichnet der Parameter | = |yo/sinf| die
Lange der Strecke zwischen dem Aufpunkt der Trajektorie und dem Schnittpunkt mit der
x-Achse.

Zur Berechnung der Strom-Phasen-Beziehungen fiir das Stufen-Modell muss die Strom-
gleichung mit den angegebenen Losungen fiir die Riccati-Amplituden ausgewertet wer-
den. Durch die Auswertung der Stromgleichung auf der negativen y-Achse der Geometrie
erhdlt man zunéchst die Stromdichte iiber den Querschnitt der Engstelle. Integriert man die
so erhaltene Stromdichte iiber den Querschnitt (von y = 0 bis zur Breite der Engstelle bei
y = —w), so erhiilt man den Gesamtstrom. Dieser ist eine Funktion der eichinvarianten Pha-
sendifferenz ~y, der Temperatur T, der Breite der Engstelle w sowie des Orientierungswinkels
«. Folglich kénnen die Strom-Phasen-Beziehungen fiir verschiedene Breiten der Engstelle bei
verschiedenen Temperaturen berechnet werden.
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A= Aoo(T) COS(26—2Q) e*i}’/Z A= Aw (T) Cos(ze_ 2a) e+i;//2

Abbildung 6.10: Skizze zum Stufenmodell fiir das Paarpotential. Die Riccati-Amplituden
a(s) und b(s) fiir eine exemplarische Trajektorie ausgehend vom Aufpunkt (zo = 0, o)
mit dem Winkel 0. Die Lénge der Strecke zwischen dem Aufpunkt der Trajektorie und der
Reflexion an der geraden Begrenzung ist durch [ = |yo/ sin 6| gegeben.

In Abbildungsind die Strom-Phasen-Beziehungen fiir das Stufenmodell fiir vier
reprisentative Breiten w und verschiedene Temperaturen 7" bei einem Orientierungswinkel
von « = 7 /4 dargestellt. Die verwendeten Werte fiir die Breite w entsprechen den Werten,
die bereits fiir die selbstkonsistenten Ergebnisse in Abbildung [6.6] verwendet wurden. Damit
lassen sich die selbstkonsistent berechneten Strom-Phasen-Beziehungen aus Abbildung
direkt mit den Ergebnissen des Stufenmodells in Abbildung vergleichen.

Bei sehr kleiner Breite der Engstelle sind die flieffenden Strome bei allen Werten der Pha-
sendifferenz v negativ und damit auch die kritischen Stréme. Mit zunehmender Breite findet
ein Ubergang zu positiven Strémen und auch positiven kritischen Strémen statt, zunichst
bei héheren Temperaturen, mit weiter zunehmender Breite auch bei tieferen Temperaturen.

Vergleicht man die Resultate der selbstkonsistenten Rechnungen mit denen des Stufen-
modells, so ist zunéchst festzustellen, dass das qualitative Verhalten der Strom-Phasen-
Beziehungen durch das Stufenmodell korrekt wiedergegeben wird. Es gibt allerdings zwei
Punkte, in denen sich die Resultate deutlich unterscheiden:

e Im Rahmen der selbstkonsistenten Rechnungen sind mehrdeutige Strom-Phasen-
Beziehungen moglich, wihrend im Rahmen des Stufenmodells die Strom-Phasen-
Beziehungen immer eindeutig sind.

e Die absoluten Werte der Strome werden durch das Stufenmodell gegeniiber den selbst-
konsistenten Resultaten deutlich {iberschétzt.

Die Eindeutigkeit der Strom-Phasen-Beziehungen im Rahmen des Stufenmodells zeigt deut-
lich auf, dass die Eindeutigkeit bzw. Mehrdeutigkeit der Strom-Phasen-Beziehungen keine
universelle Bedeutung besitzt, sondern von der Beschreibung abhéngt. Dies wurde bereits in
Abschnitt [£.1] bzw. in Abbildung [£.8] festgestellt, in denen der Einfluss der Lénge der gesam-
ten untersuchten Geometrie L im Fall der rechtwinkligen Mikrobriicke betrachtet wurde.
Mit zunehmender Lénge der gesamten Geometrie werden die Strom-Phasen-Beziehungen
zunehmend mehrdeutig, wiahrend ab einer bestimmten Mindestlinge der kritische Strom
konstant bleibt. Entsprechendes Verhalten wurde auch im Rahmen von selbstkonsistenten
Testrechnungen fiir den geometrischen 7-Josephson-Kontakt mit groferer Lange der gesam-
ten Geometrie L festgestellt. Das nicht-selbstkonsistente Stufenmodell kann als Grenzfall
der selbstkonsistenten Rechnungen fiir L — 0 verstanden werden. Insofern ist es konsequent
und plausibel, dass das Stufenmodell immer eindeutige Strom-Phasen-Bezichungen liefert.
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Abbildung 6.11: Strom-Phasen-Beziehungen resultierend aus dem Stufenmodell fiir
das Paarpotential. In den vier Teilabbildungen sind Strom-Phasen-Beziehungen fiir
vier verschiedene Breiten der Engstelle w und verschiedene Temperaturen T/T, =
0.01, 0.05, 0.1, ..,0.9, 0.95, 0.99 dargestellt. Die Temperatur fiir die jeweiligen Kurven ist
durch die farbliche Abstufung ersichtlich (von blau= kalt“ bis rot=,warm®). Der Orientie-
rungswinkel ist o = /4.
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Abbildung 6.12: Der kritische Strom resultierend aus dem Stufenmodell fiir das Paarpo-
tential. In (a) sind die Ergebnisse bei fester Breite der Engstelle w iiber der Tempera-
tur aufgetragen, wihrend in (b) die selben Daten bei festgehaltener Temperatur iiber der
Breite dargestellt sind. In (a) wurden Breiten von w = 0.314&, (blau) bis w = 6.28¢&
(griin) in Schritten von 0.314&, verwendet. In (b) sind Kurven zu Temperaturen von
T/T. = 0.01, 0.05, 0.1, ..,0.9, 0.95, 0.99 abgebildet, entsprechend dem Ubergang von blau
bis rot. Der Orientierungswinkel ist o = /4.

Die Uberschiitzung der absoluten Werte der Stréme durch das Stufenmodell ist nicht
verwunderlich, da eine Unterdriickung des Paarpotentials nicht beriicksichtigt wird. Bei ei-
ner Beriicksichtigung der Unterdriickung des Paarpotentials werden die Stréme durch die
lokale Unterdriickung der Amplitude des Paarpotentials an den Oberflachen des d-Wellen-
Supraleiters sowie in der Umgebung der Engstelle abgeschwécht. Dies ist in den selbstkonsis-
tenten Losungen korrekt enthalten, nicht aber in dem nicht-selbstkonsistenten Stufenmodell.

Aus den Strom-Phasen-Beziehungen kénnen im Fall des Stufenmodells wieder die kriti-
schen Stréme extrahiert werden. Entsprechende Ergebnisse sind in Abbildung [6.12] darge-
stellt, wobei wieder die selben Daten entsprechend den Abbildungen und auf zwei
Arten wiedergegeben sind.
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Vergleicht man die Ergebnisse fiir den kritischen Strom des Stufenmodells mit den ent-
sprechenden selbstkonsistent berechneten Resultaten aus Abbildung[6.7} so ist festzustellen,
dass das qualitative Verhalten bereits durch das nicht-selbstkonsistente Stufenmodell kor-
rekt geliefert wird. Allerdings werden im Rahmen des Stufenmodells, wie bereits bemerkt,
die absoluten Werte der Stréome durch die Vernachléssigung der lokalen Unterdriickung des
Paarpotentials deutlich tiberschétzt.

Des Weiteren ist festzustellen, dass die Breiten, bei denen ein Ubergang zu negativen kriti-
schen Stromen auftritt, durch das Stufenmodell unterschitzt werden. Dies ist verstandlich,
da Trajektorien, die die Engstelle ohne Reflexion passieren, in den selbstkonsistenten Rech-
nungen durch die Unterdriickung des Paarpotentials an der geraden Begrenzung geringeres
Gewicht haben. Diese Besonderheit ist in dem Stufenmodell nicht enthalten und die Trajek-
torien, die die Engstelle direkt passieren, haben groferes Gewicht. Da diese aber zu positiven
Strémen fiithren, findet der Ubergang zu positiven kritischen Strémen im Rahmen des Stu-
fenmodells bei kleineren Breiten statt.

Ein weiterer Unterschied zwischen den Ergebnissen der selbstkonsistenten Rechnungen und
denen des Stufenmodells besteht darin, dass der kritische Strom nahe der Ubergangstempe-
ratur 7, im Rahmen des nicht-selbstkonsistenten Modells linear ansteigt (sieche Abb. ,
wahrend im Rahmen der selbstkonsistenten Rechnungen ein nichtlinearer Anstieg nahe T,
folgt (vgl. Abb. . Dieser nichtlineare Anstieg im Rahmen der selbstkonsistenten Ergeb-
nisse folgt aus der lokalen Unterdriickung der Amplitude des Paarpotentials, die in dem
Stufenmodell nicht enthalten ist.

Sowohl bei den selbstkonsistenten Resultaten als auch im Rahmen des Stufenmodells
liefert der Grenzfall verschwindender Breite der Engstelle w — 0 ein interessantes Ergebnis.
Fiir verschwindende Breite wird das Ergebnis eines Punktkontaktes reproduziert, allerdings
durch die Reflexion der Trajektorien mit negativen Stréomen bzw. einer intrinsischen Phasen-
differenz von 9 = 7. Insofern kann dieser Grenzfall als m-Punktkontakt bezeichnet werden.

In diesem speziellen Grenzfall w — 0, der [ — 0 impliziert, werden die Ausdriicke fiir die
Riccati-Amplituden besonders einfach.

Fiir Trajektorien aus dem Winkelbereich 0 < 6 < 7/2 folgt:

a(s =0) = ag(0) b(s =0) = bp(2r —0) (6.14)
Fiir 7/2 < 0 <
a(s =0) = ag(0) b(s =0) = by, (27 — 0) (6.15)
Fiir 7 < 0 < 37/2:
a(s =0) = ap(2r — 0) b(s = 0) = by,(6) (6.16)
Schlieflich fiir 37/2 < 6 < 2
a(s =0) = ay (27 —0) b(s = 0) = br(9) (6.17)

Diese Ergebnisse fiir die Riccati-Amplituden entsprechen bis auf die Reflexion direkt den
Ausdriicken fiir den Punktkontakt, Gleichungen und (4.7).

Im Rahmen des nicht-selbstkonsistenten Stufenmodells wird abschliefsend der Ein-
fluss der Orientierung der d-Welle, charakterisiert durch den Winkel «, diskutiert. In Ab-
bildung sind fiir eine feste Temperatur von 7' = 0.5 T, Strom-Phasen-Bezichungen fiir
verschiedene Werte von « bei vier verschiedenen Breiten w dargestellt.



134 6 d-WELLEN-SUPRALEITER: GEOMETRISCHER 7-JOSEPHSON-KONTAKT

(a) w=0.314&

0.15
_. 0.10f
5 r
vl [
'_53 0.05}
3 [
B [
2 [
S 000/«
= [
S ¥
= -0.05]
_0_10? | | | | |
0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0

(b) w = 0.628 &,

1/(7eN(O)Ve kg Tc&od)

(C) w = 15750

1/(eN(0)Ve kg Tc&od)

(d) w=3.14¢,

1/(meN(O)Vg kg Teéod)

yin

Abbildung 6.13: Strom-Phasen-Beziehungen resultierend aus dem Stufenmodell fiir das Paar-
potential. In den vier Teilabbildungen sind Strom-Phasen-Beziehungen fiir vier verschiedene
Breiten der Engstelle w und verschiedene Orientierungen der d-Welle von a = 0 (schwarz)
bis a« = w/4 (gelb) in Schritten von 7/100 dargestellt. Es ist T' = 0.5 T.
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Abbildung 6.14: Der kritische Strom resultierend aus dem Stufenmodell fiir das Paarpotenti-
al. In (a) sind die Ergebnisse bei fester Breite der Engstelle w iiber dem Orientierungswinkel
der d-Welle « aufgetragen, wihrend in (b) die selben Daten bei festgehaltenem Orientie-
rungswinkel tiber der Breite dargestellt sind. In (a) wurden Breiten von w = 0.314 ¢y (blau)
bis w = 3.14&p (grin) in Schritten von 0.314 &, verwendet. In (b) sind Kurven zu Orientie-
rungswinkeln von o« = 0 (griin) bis @ = /4 (schwarz) in Schritten von 7/100 abgebildet.
Esist T =0.5T.,.

Die Ergebnisse in Abbildung [6.13] zeigen, dass bei kleinen Breiten der Engstelle w durch
die Variation des Orientierungswinkels o ein Ubergang zwischen positiven und negativen
Stromen hervorgerufen wird. Bei grofsen Breiten der Engstelle hingegen sind die Stréme fiir
alle Orientierungen positiv und die Variation der Orientierung « veréndert lediglich deren
absolute Werte.

In Abbildung sind die kritischen Strome fiir verschiedene Werte des Orientierungs-
winkels o und verschiedene Werte der Breite der Engstelle w bei einer festen Temperatur
von T = 0.57T, dargestellt. Dabei sind die selben Daten wieder auf zwei Arten aufgetra-
gen: in Abbildung [6.14)(a) ist der kritische Strom fiir feste Werte der Breite w {iber dem
Orientierungswinkel a aufgetragen, wéahrend in (b) die selben Daten bei festem Orientie-
rungswinkel « iiber der Breite der Engstelle w aufgetragen sind.

Abbildung zeigt, dass bei hinreichend kleiner Breite der Engstelle w bei Orientie-
rungswinkeln in der Umgebung von a = m/4 negative kritische Strome realisiert werden.
Sowohl durch eine Verringerung des Orientierungswinkels o (vgl. Abb. [6.14(a)) wie auch
durch eine Vergroferung der Breite der Engstelle w (vgl. Abb. b)) wird ein Ubergang
zu positiven kritischen Strémen hervorgerufen. Bei einer Orientierung von a = 0 fliefen kei-
ne riickfliefsenden Oberfléchenstréome und der kritische Strom skaliert linear mit der Breite
der Engstelle.
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6.5 O-m-Phasendiagramme

Reduziert man die berechneten Resultate auf das Vorzeichen des kritischen Stromes sowie auf
die Existenz einer endlichen intrinsischen Phasendifferenz des Kontaktes, so lassen sich die
Ergebnisse entsprechend dem Vorgehen in Abschnitt [5.7) zusammenfassend und iibersichtlich
in 0-m-Phasendiagrammen darstellen.

In Abbildung ist das Vorzeichen des kritischen Stromes in Abhéngigkeit der Tem-

peratur T sowie der Breite der Engstelle w dargestellt. Dabei ist sowohl das Resultat der
selbstkonsistenten Rechnungen (rote Abgrenzung) wie auch das des Stufenmodells (schwar-
ze Linie) eingezeichnet. Dieses Phasendiagramm zeigt, dass im Rahmen der selbstkonsis-
tenten Rechnungen bei Temperaturen nahe 7, bei verbleibenden Breiten w unterhalb von
etwa ~ 2§, ein Ubergang von positiven zu negativen kritischen Strémen auftritt. Bei tie-
fen Temperaturen findet dieser Ubergang bereits bei groferen Breiten w statt. Bei einer
Temperatur von 7" = 0.1 7, wird eine kritische Breite von etwa ~ 4 ¢, erreicht. Im Rahmen
der nicht-selbstkonsistenten Resultate des Stufenmodells findet dieser Ubergang bei wesent-
lich kleineren Breiten statt und der Bereich negativer kritischer Stréme wird damit von
dem nicht-selbstkonsistenten Stufenmodell deutlich unterschétzt. Dies folgt, wie bereits in
Abschnitt erwahnt, aus der fehlenden Beriicksichtigung der lokalen Unterdriickung des
Paarpotentials an den Oberflichen der Geometrie im Stufenmodell, die zu einer zu starken
Gewichtung von Trajektorien fiihrt, die die Engstelle ohne Reflexion passieren und nicht zu
einer intrinsischen Phasendifferenz beitragen.
Bei hohen Temperaturen lassen sich die Resultate der selbstkonsistenten Rechnungen sehr
gut durch eine Skalierung der Ergebnisse des Stufenmodells approximieren. Bei tiefen Tem-
peraturen tritt im Rahmen der selbstkonsistenten Rechnungen eine Sattigung auf und die
kritische Breite steigt wesentlich weniger stark an als im Rahmen des Stufenmodells. Diese
Sattigung resultiert aus den ausgeprigten positiven Asten der Strom-Phasen-Beziehungen
bei tiefen Temperaturen im Rahmen der selbstkonsistenten Ergebnisse (vgl. dazu die Abbil-
dungen [6.6c) sowie c)).

Fiir den experimentellen Nachweis wird aus dem 0-7-Phasendiagramm in Abbildung|[6.15|
deutlich, dass nur in einem sehr engen Bereich von Breiten w durch eine Variation der Tem-
peratur ein Ubergang zwischen positiven und negativen kritischen Strémen hervorgerufen
werden kann. Durch eine Variation der Breite w kann hingegen bei allen Temperaturen ein
Ubergang hervorgerufen werden.

In weiteren Rechnungen mit grofserer Lange L und Breite W der gesamten Geometrie
wurde untersucht, ob die verwendeten Werte von L = W = 12.6 £, ausreichend sind oder ob
das O-m-Phasendiagramm durch gréfsere Werte fiir L und W veréndert wird. Als Ergebnis
hat sich gezeigt, dass die verwendeten Werte fiir L und W tatséichlich ausreichend sind und
fiir grofere Werte keine Verdnderungen des 0-m-Phasendiagramms auftreten.

In Abbildung wird das O-m-Phasendiagramm fiir das Stufenmodell erweitert, indem
die Bereiche differenziert werden, in denen eine intrinsische Phasendifferenz von 0 < vg < 7
auftritt und in denen folglich ein p-Josephson-Kontakt realisiert wird. Im Fall des geo-
metrischen 7-Josephson-Kontaktes tritt der ¢-Zustand in der Umgebung des Uberganges
zwischen 0- und 7-Zustand auf. Bei tiefen Temperaturen ist dieser Ubergangsbereich sehr
breit, wahrend er bei hohen Temperaturen sehr schmal wird und fiir T' — T, verschwindet.

Bei dem Phasendiagramm aus Abbildung [6.16] werden die vier méglichen Zusténde des
Josephson-Kontaktes anhand des Vorzeichens des kritischen Stromes sowie anhand der Exis-
tenz einer Nullstelle der Strom-Phasen-Beziehung im Intervall 0 < v < 7 unterschieden.
Diese Unterscheidung wurde in Abschnitt im Detail diskutiert. Der Zustand des Kontak-
tes sowie insbesondere Uberginge zwischen den verschiedenen Zustéinden lassen sich jedoch
noch genauer charakterisieren, wenn man auch den tatsédchlichen Wert der intrinsischen
Phasendifferenz vy mit in die Darstellung aufnimmt. Wie in Abschnitt [3.5] beschrieben, ist
die intrinsische Phasendifferenz ~y durch die Position von Nullstellen der Strom-Phasen-
Beziehung im Intervall 0 < v < 7 gegeben, die die Stabilitétsbedingung dI(y)/dy|y=~, > 0
erfiillen. Nullstellen mit dieser Eigenschaft entsprechen stabilen lokalen Minima der Freien
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Abbildung 6.15: 0-m-Phasendiagramm fiir das Vorzeichen des kritischen Stromes in Abhén-
gigkeit der Temperatur T' sowie der Breite der Engstelle w (fiir o« = 7/4 sowie 8 = 0). In
rot ist die Phasengrenze resultierend aus den selbstkonsistenten Rechnungen eingezeichnet,
in schwarz aus dem Stufenmodell.

Energie des Kontaktes, die im Grundzustand realisiert werden.

In Abbildung ist die intrinsische Phasendifferenz vy fiir & = 7/4 iiber der Breite
der Engstelle w und der Temperatur T dargestellt. Diese beiden Parameter und der Wert
a = 7/4 entsprechen gerade dem Phasendiagramm aus Abbildung m Damit stellt Ab-
bildung [6.17] die direkte Erweiterung des Phasendiagramms aus Abbildung [6.16] um den
genauen Wert der intrinsischen Phasendifferenz -y, dar.

Bei der kritischen Temperatur T' = T, verschwinden héhere Harmonische der Strom-

Phasen-Beziehungen und es findet bei einer Variation der Breite der Engstelle w ein direk-
ter Ubergang von der Form I = I.sin(y) zu I = I.sin(y + ) = —I.sin(y) statt. Dies ist
gleichbedeutend mit einem direkten Ubergang von einer verschwindenden intrinsischen Pha-
sendifferenz «y = 0 zu einer Phasendifferenz von 7y = w. Dieses Verhalten spiegelt sich in
der sprunghaften Variation von 7 bei einer Variation der Breite w der Engstelle bei T' = T,
in Abbildung wider.
Bei tieferen Temperaturen spielen die hoheren Harmonischen der Strom-Phasen-Beziehungen
eine zunehmend wichtige Rolle. Daraus resultiert eine kontinuierliche Variation der intrinsi-
schen Phasendifferenz bei einem Ubergang vom 0-Zustand zum 7-Zustand bei Temperaturen
weit unterhalb von 7.

In Abbildung wird ein O-7-Phasendiagramm fiir das Stufenmodell gezeigt, in dem

bei einer festen Temperatur von 7' = 0.5 T, die Abhéngigkeit des Zustandes des Josephson-
Kontaktes vom Orientierungswinkel der d-Welle o untersucht wird.
Bei dem extremen Wert des Orientierungswinkels von o« = 7/4 zeigen sich die Ergebnisse,
die auch in der vorherigen Abbildung fir T = 0.57, enthalten sind: bei Breiten ober-
halb von etwa w ~ 1.3, findet im Rahmen des nicht-selbstkonsistenten Stufenmodells ein
Ubergang zu positiven kritischen Strémen statt, wobei in der Umgebung des Uberganges der
(p-Zustand realisiert wird. Durch eine Verringerung des Orientierungswinkels a verschiebt
sich die Breite, bei der der Ubergang zu positiven kritischen Stromen stattfindet, zu kleine-
ren Werten. Unterhalb von etwa o ~ 7/8 ist bei der verwendeten Temperatur von T = 0.5T,
kein negativer kritischer Strom mehr méglich. Die Bereiche in der Umgebung des Uberganges
zwischen positiven und negativen kritischen Strémen, in denen ein p-Kontakt realisiert wird,
verschieben sich ebenfalls mit einer Verringerung des Orientierungswinkels a zu kleineren
Breiten und verschwinden bei etwa o ~ /8.
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Abbildung 6.16: 0-w-Phasendiagramm bei a@ = 7 /4 fiir das Stufenmodell (6.1). Auf der
horizontalen Achse ist die Temperatur T und auf der vertikalen Achse die Breite der Engstelle
w aufgetragen. Die Bereiche positiven kritischen Stromes (helleres und dunkleres Blau) sind
durch die rote Linie von den Bereichen negativen kritischen Stromes (helleres und dunkleres
Braun) abgegrenzt.

16

Abbildung 6.17: Intrinsische Phasendifferenz 79 zum 0-m-Phasendiagramm fir o = 7/4
aus Abbildung [6.16] Die fett hervorgehobenen schwarzen Linien stellen die Abgrenzung
der p-Phase von der 0- bzw. m-Phase dar und entsprechen damit den schwarzen Linien in

Abbildung
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Abbildung 6.18: 0-m-Phasendiagramm bei T' = 0.57T,, fiir das Stufenmodell (6.1). Auf der
horizontalen Achse ist der Orientierungswinkel der d-Welle « und auf der vertikalen Achse die
Breite der Engstelle w aufgetragen. Die Bereiche positiven kritischen Stromes (helleres und
dunkleres Blau) sind durch die rote Linie von den Bereichen negativen kritischen Stromes
(helleres und dunkleres Braun) abgegrenzt.

Zusammenfassend folgt aus Abbildung[6.18] dass kleine Abweichungen des Orientierungs-
winkels der d-Welle vom idealen Wert o = w/4 fiir die Realisierung eines m-Josephson-
Kontaktes unkritisch sind.

6.6 Realisierbarkeit und mogliche Anwendungen

Der wichtigste Aspekt bei der Realisierung des in diesem Kapitel vorgeschlagenen geometri-
schen 7-Josephson-Kontaktes ist die notwendige Breite der Engstelle w. Wie aus den selbst-
konsistenten Resultaten in dem Phasendiagramm in Abbildung [6.15] deutlich wird, muss fiir
einen Ubergang zu negativen kritischen Stromen bei tiefen Temperaturen eine Breite von
weniger als ~ 4 &y strukturiert werden. Bei den bekannten Hochtemperatur-Supraleitern aus
der Klasse der Kuprate mit typischen Werterﬂ von &y = 1..10nm ist dies technologisch sehr
anspruchsvoll, aber im Bereich des Machbaren. Dabei sind insbesondere die elektronendo-
tierten Kuprate der Gruppe Ls_,Ce,CuO4 mit L=Pr,Sm,Nd aufgrund der vergleichsweise
grofien Kohérenzlingen von etwa & ~ 7.8nm interessante Kandidaterﬂ Mit der deut-
lich groferen Kohérenzldnge von £y ~ 30 nm stellt auch der Schwere-Fermionen-Supraleiter
Celrlng ein interessantes Material fiir die Strukturierung von geometrischen 7-Josephson-
Kontakten dai’} da es sich bei diesem Material ebenfalls um einen d-Wellen-Supraleiter
handelt [123]. Sollten in Zukunft d-Wellen-Supraleiter mit groferer Kohdrenzlange gefunden
werden, wiirde dies die Strukturierung entsprechend vereinfachen.

FEin zweiter wichtiger Punkt bei der Realisierung ist die Orientierung der Kristallstruktur
und damit der d-Welle. Wie mit den Ergebnissen in Abbildung[6.18gezeigt werden konnte, ist
die Orientierung der d-Welle kein kritischer Parameter. Kleine Abweichungen von der idealen
Orientierung o = /4 fithren nicht zu einem sofortigen Verschwinden des m-Zustandes.

Als dritter wichtiger Punkt bei der Realisierung eines geometrischen m-Josephson-
Kontaktes ist der Offnungswinkel des Keils 3 zu nennen. Vergleicht man hierzu die selbst-
konsistenten Ergebnisse fiir 3 = 0 (in Abb. sowie fiir 8 = 7/2 (in Abb. [6.8)), so wird
deutlich, dass der Offnungswinkel der d-Welle ebenfalls kein kritischer Parameter ist. Fin

IFiir eine Ubersicht siche z. B. [98].
2Der Wert fiir die Koh#renzlinge folgt aus dem oberen kritischen Feld von ~ 7T [120,121].
3Das obere kritische Feld dieses Materials liegt bei etwa ~ 0.4 T [122].
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(a) Breite der Engstelle (b) Orientierungswinkel der d-Welle

(¢) Offnungswinkel des Keils (d) Oberflachenrauhigkeit

B,

=
N

Abbildung 6.19: Vier wesentliche Aspekte bei der Beurteilung der Realisierbarkeit des geo-
metrischen 7-Josephson-Kontaktes: (a) die Breite der Engstelle in Einheiten der Kohérenz-
linge &y, (b) der Orientierungswinkel der d-Welle, (c) der Offnungswinkel des Keils, (d) Ober-
flichenrauhigkeiten sowie mogliche Schidigungen durch die Strukturierung.

endlicher Offnungswinkel fiihrt zwar zu leicht verringerten Werten der Breite, bei denen
ein Ubergang zum 7-Zustand stattfindet. Es konnte aber gezeigt werden, dass ein endlicher
Offnungswinkel nicht zu einer sofortigen Unterdriickung des m-Zustandes fithrt. Auch ein
asymmetrischer Keil mit 81 # 3 entsprechend Abbildung [6.19(c) sollte fiir eine Realisie-
rung eines geometrischen m-Josephson-Kontaktes nicht kritisch sein.

Ein weiterer wichtiger Aspekt bei der Beurteilung der Realisierbarkeit eines geometri-
schen m-Josephson-Kontaktes ist eine etwaige Oberflachenrauhigkeit bzw. eine Schidigung
der Oberflache durch die Strukturierung. Im Rahmen der vorliegenden Arbeit wurde von
stiickweise geradlinigen Grenzflichen der Geometrie ausgegangen. Aus fritheren Arbeiten
ist aber bekannt, dass eine mikroskopische Oberflachenrauhigkeit das Auftreten von gebun-
denen Andreev-Zustdnden an geeignet orientierten Oberflachen eines d-Wellen-Supraleiters
nicht unterdriickt [115]. Folglich kann davon ausgegangen werden, dass auch das Auftreten
des m-Zustandes durch eine mikroskopische Oberflichenrauhigkeit nicht verhindert wird.

Eine mogliches Verfahren zum experimentellen Nachweis des Uberganges zu negativen
kritischen Stromen besteht in der Messung des kritischen Stromes bei einer Variation der
Temperatur oder der Breite der Engstelle. Eine Messung kann immer nur den absoluten Wert
des kritischen Stromes liefern, und folglich fduRert sich der Ubergang zu negativen kritischen
Strémen durch ein lokales Minimum. Die Berechnung des kritischen Stromes liefert auch
sein Vorzeichen, das in den Abbildungen [6.7] und [6.8] wiedergegeben ist. Bei einem Vergleich
von gemessenen Resultaten mit den berechneten Ergebnissen muss folglich der Absolutwert
der Ergebnisse der Rechnungen herangezogen werden.

Vergleicht man die notwendigen Strukturgréfen fiir den geometrischen m-Josephson-
Kontakt mit denen der rechtwinkligen Mikrobriicke eines d-Wellen-Supraleiters aus Kapi-
tel[5] so wird deutlich, dass der m-Zustand im Fall des geometrischen 7-Josephson-Kontaktes
wesentlich stabiler und robuster auftritt. Aus den Phasendiagrammen in Abbildung [5.20]
folgt vereinfachend, dass im Fall der rechtwinkligen Mikrobriicke zur Realisierung des 7-
Zustandes eine Geometrie strukturiert werden muss, bei der die Lange der Briicke grofer ist
als ihre Breite, und dass eine Temperatur nahe der kritischen Temperatur gewédhlt werden
muss. Dies erscheint einerseits schwierig, zeigt aber gleichzeitig auf, dass bei einer Geome-
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(a) SQUID-Anordnung

L ——

(b) (serielle) SQIF-Anordnung

§

Abbildung 6.20: Mogliche Anwendungen des geometrischen m-Josephson-Kontaktes. In (a)
ist eine Kombination zweier geometrischer 7w-Josephson-Kontakte zu einem SQUID skizziert.
Dabei kénnen die beiden Kontakte unabhéngig strukturiert werden und folglich jeweils im 0-,
- oder m-Zustand sein. In (b) ist eine serielle SQIF-Geometrie angedeutet, die aus mehreren
SQUID-Schleifen besteht. Auch hier kénnen alle Kontakte unabhéngig strukturiert werden.

trie entsprechend dem geometrischen m-Josephson-Kontakt mit einer endlichen Lange der
Engstelle dennoch der 7m-Zustand folgen kann. Das Auftreten des ¢- sowie des w-Zustandes
ist insofern auch gegeniiber Variationen der Geometrie robust.

In Abbildung [6.20]sind mégliche Anwendungen geometrischer -Josephson-Kontakte an-
gedeutet, die sich aus der Kombination mehrerer Kontakte ergeben. Aus der Kombination
zweier Kontakte kann aufgrund der planaren Geometrie und der einfachen Strukturierung
in Ein-Lagen-Technik direkt ein SQUID erzeugt werden (siehe Teilabbildung (a)). Da die
Kontakte unabhéngig strukturiert werden kénnen, kénnen verschiedene Breiten gewihlt und
somit ohne weiteres beliebige Kombinationen von 0-, - und m-Kontakten, insbesondere auch
0-0-, 0-7- oder m-m-SQUIDs erzeugt werden.

In Abbildung b) sind mehrere SQUID-Schleifen zu einer seriellen SQIF-Anordnung
kombiniert. Auch hier kénnen ohne weiteres 0-0-, 0-7- oder 7-m-Schleifen kombiniert werden.
In &hnlicher Art und Weise kénnen auch parallele Anordnungen von SQUID-Schleifen reali-
siert werden. Die Verwendung von m-Josephson-Kontakte erschlieftt durch die komplementé-
ren Kennlinien von 0-0- und 0-7-SQUID-Schleifen einen neuen Parameter bei der Synthese
der Kennlinie einer SQIF-Struktur und eréffnet damit vollstédndig neue Moglichkeiten bei
der gezielten Beeinflussung des Ausgangssignals eines SQIF.

Die Kombination zweier geometrischer m-Josephson-Kontakte zu einer SQUID-Schleife
erschliefst gleichzeitig ein beweiskréiftiges Verfahren zum experimentellen Nachweis intrin-
sischer Phasendifferenzen der Kontakte. Liegt die Breite zumindest eines Kontaktes in der
Nihe des Uberganges zwischen dem 0- und dem 7-Zustand, so folgt aufgrund der Tem-
peraturabhéngigkeit der intrinsischen Phasendifferenz bei einer Variation der Temperatur
eine Verschiebung der Abhéngigkeit des kritischen Stromes I.(®) des SQUID bzw. der ab-
fallenden dc-Spannung V. (®) vom magnetischen Fluss ® durch das SQUID-Loch. Bei ei-
nem Ubergang vom 0-Zustand zum 7-Zustand ist dabei eine Verschiebung um ein halbes
Flussquant ®,/2 zu beobachten. Ein Ubergang zum ¢-Zustand macht sich durch entspre-
chend verringerte Verschiebungen bemerkbar, wobei die Werte der intrinsischen Phasendif-
ferenz entsprechend Abbildung die Grofse der Verschiebung festlegen. Werden mehrere
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Abbildung 6.21: Diese Skizze zeigt eine SQUID-Geometrie, bei der fiir die eingezeichnete Ori-
entierung der d-Welle aufgrund der unterschiedlichen Ausrichtungen der mit 2 bezeichnete
Kontakt immer ein normaler oder 0-Josephson-Kontakt ist, wahrend der mit 1 bezeichne-

te Kontakt je nach verbleibender Breite und Temperatur im 0-, ¢- oder w-Zustand sein
kann [125].

SQUID-Schleifen mit Kontakten nahe dem 0-7-Ubergang zu einer seriellen oder parallelen
SQIF-Struktur kombiniert, so &ndert sich auch das Ausgangssignal des SQIF durch eine
Variation der Temperatur [124].

FEin interessanter Aspekt bei der experimentellen Umsetzung ist durch das Phasendia-
gramm in Abbildung [6.16] gegeben, das den ¢-Zustand mit beriicksichtigt. Bei tiefen Tem-
peraturen tritt der ¢-Zustand schon bei wesentlich grofseren Werten der Breite auf als der
m-Zustand. Somit kénnte eine experimentelle Verifizierung des p-Zustandes wesentlich ein-
facher gelingen. Der Nachweis des @-Zustandes bedeutet aber bereits, dass die Existenz
der riickfliebenden Oberflichenstrome, die fiir eine geeignet orientierte Oberfliche eines
d-Wellen-Supraleiters charakteristisch sind, nachgewiesen wurde. Im @-Zustand liegt der
Grundzustand des Kontaktes bereits bei einer endlichen intrinsischen Phasendifferenz, was
direkt mit dem Auftreten von negativen Strémen und einer Nullstelle der Strom-Phasen-
Beziehung im Intervall 0 < v < 7 verbunden ist.

Abbildung [6.21] zeigt eine SQUID-Geometrie, bei der durch die unterschiedliche Orien-
tierung der beiden Kontakte beziiglich der d-Welle gesichert ist, dass bei Orientierungswin-
keln nahe o = 0 bzw. nahe o« = 7/4 einer der beiden Kontakte immer ein normaler oder
0-Josephson-Kontakt ist, wihrend der andere Kontakt je nach verbleibender Breite und
Temperatur im 0-, ¢- oder 7-Zustand sein kann [125]. Fiir den in Abbildung skizzier-
ten Orientierungswinkel o = 7 /4 ist beispielsweise der mit 2 bezeichnete Kontakt immer
ein normaler oder 0-Josephson-Kontakt, wéhrend, der mit 1 bezeichnete Kontakt je nach
verbleibender Breite und Temperatur im 0-, ¢- oder w-Zustand sein kann. Bei Orientierungs-
winkeln, die stark von o = 0 bzw. a = /4 abweichen, kénnen entsprechend der Ergebnisse
in Abschnitt beide Kontakte eine endliche intrinsische Phasendifferenz aufweisen.



Kapitel 7

Zusammenfassung und Ausblick

Im Rahmen der vorliegenden Arbeit wurde der Gleichstrom-Josephson-Effekt an geometri-
schen Josephson-Kontakten untersucht. Diese Untersuchungen basierten auf der zweidimen-
sionalen selbstkonsistenten Berechnung der Propagatoren der mikroskopischen Eilenberger-
Theorie der Supraleitung. Damit wurden geometrische Josephson-Kontakte in Form von
Mikrobriicken bestehend aus Supraleitern mit s- und d-Wellen-Symmetrie der Paarwechsel-
wirkung betrachtet. Die typischen Abmessungen [ und w der Engstelle, die den Josephson-
Kontakt realisiert, wurden dabei im Vergleich zur Kohérenzlinge des Materials &, im ge-
samten Bereich von [, w < &y bis I, w > &y variiert, es wurden Abschirmungseffekte sowie
der Einfluss eines dufseren Magnetfeldes untersucht und es wurde dabei der gesamte Tem-
peraturbereich von T' = 0 bis zur Sprungtemperatur 7, betrachtet.

Bei der theoretischen Beschreibung der geometrischen Josephson-Kontakte wurde ein
Verfahren zur effizienten numerischen Berechnung selbstkonsistenter Losungen fiir die Pro-
pagatoren der mikroskopischen Eilenberger-Theorie fiir ausgedehnte zweidimensionale Geo-
metrien entwickelt und in Form von parallelisiertem numerischem Code implementiert. Es
wurde eine Darstellung gefunden, die es erlaubt, magnetische Felder iiber ein entsprechendes
Vektorpotential fiir beliebige Geometrien selbstkonsistent zu beriicksichtigen. Die magneti-
schen Felder umfassen dabei sowohl dufiere Felder als auch die, die durch die in der Geome-
trie fliefenden Stréome hervorgerufen werden. Die entwickelten Methoden sind nicht auf die
Beschreibung geometrischer Josephson-Kontakte beschrankt und eine Anwendung auf eine
Vielzahl von Fragestellungen im Rahmen der mikroskopischen Theorie der Supraleitung ist
moglich.

Um das statische Verhalten der betrachteten Josephson-Kontakte zu charakterisieren,
wurden unter anderem Strom-Phasen-Beziehungen selbstkonsistent berechnet und aus die-
sen die kritischen Stréme extrahiert. Bei Kenntnis der Strom-Phasen-Beziehung kann die
Anderung der Freien Energie eines Josephson-Kontaktes, hervorgerufen durch eine Variati-
on der eichinvarianten Phasendifferenz, durch die Integration der Strom-Phasen-Beziehung
gewonnen werden. Eine Herleitung der entsprechenden Relation aus dem Eilenberger-
Funktional wurde in der vorliegenden Arbeit présentiert. Damit ist eine mikroskopische
Begriindung dieser Art der Berechnung der Anderung der Freien Energie gegeben, deren
Giiltigkeitsbereich sich iiber den gesamten Temperaturbereich von T = 0 bis T, erstreckt
und die auch im Fall duflerer Magnetfelder unverdndert gilt. Des Weiteren ist die angege-
bene Herleitung nicht auf Josephson-Kontakte beschrinkt, sondern besitzt Giiltigkeit fiir
beliebige Strukturen, die eine Strom-Phasen-Beziehung aufweisen.

Im ersten Teil dieser Arbeit wurden die erarbeiteten Methoden auf einen geometrischen
Josephson-Kontakt in Form einer rechtwinkligen Mikrobriicke bestehend aus einem konven-
tionellen s-Wellen-Supraleiter angewandt. Durch die Berechnung der Amplitude und der
Phase des Paarpotentials, der Stromdichte und der lokalen Quasiteilchen-Zustandsdichte in
der Mikrobriicke wurde im Detail untersucht, wie der Josephson-Effekt an einer Engstel-
le zustande kommt. Des Weiteren wurde der Einfluss der geometrischen Parameter unter-
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sucht. Einerseits konnte gezeigt werden, dass mit zunehmender Breite der Mikrobriicke die
Strom-Phasen-Beziehungen zunehmend nicht-sinusférmig und mehrdeutig werden, was den
Ubergang zum Stromfluss in einem ausgedehnten Supraleiter markiert. Andererseits konn-
te gezeigt werden, dass auch mit zunehmender Lénge der Mikrobriicke die Strom-Phasen-
Beziehungen zunehmend nicht-sinusformig werden, der kritische Strom aber abnimmt und
sich asymptotisch einem endlichen Wert annéhert. Schliefslich wurden auch Abschirmungsef-
fekte sowie der Einfluss eines duferen Magnetfeldes untersucht. Dabei konnte gezeigt werden,
dass das Verhéltnis aus magnetischer Eindringtiefe und Kohérenzlinge £ = A, /€y keinen
wesentlichen Einfluss auf die Strom-Phasen-Beziehungen hat, solange die magnetische Ein-
dringtiefe nicht deutlich kleiner als die Ausdehnung der Engstelle ist. Die selbstkonsistenten
Ergebnisse zeigen des Weiteren, dass ein dufseres Magnetfeld bei einer Mikrobriicke im We-
sentlichen zur Unterdriickung der Supraleitung in den breiteren Zuleitungen fithrt, wahrend
in der direkten Umgebung der Mikrobriicke aufgrund der kleineren Abmessungen die Su-
praleitung auch bei stérkeren Feldern iiberlebt. Dies fiihrt zu einer monotonen Abnahme
des kritischen Stromes als Funktion des Magnetfeldes. Insbesondere treten fiir A\;, 2 [, w
keine quantisierten Wirbel im Kontakt auf und es kann kein Fraunhofer-Muster beobachtet
werden.

Ein Vergleich der berechneten Abhéngigkeit des kritischen Stromes von der Temperatur
mit experimentellen Ergebnissen fiir Niob-Mikrobriicken von S. K. H. Lam et al. [19] lieferte
eine sehr gute quantitative Ubereinstimmung und bestétigte damit die Relevanz der Selbst-
konsistenz, die auch durch den Vergleich mit einem nicht-selbstkonsistenten Modell fiir die
Ortsabhéngigkeit des Paarpotentials verdeutlicht werden konnte.

Im zweiten Teil wurde die Geometrie der rechtwinkligen Mikrobriicke fiir den Fall eines
d-Wellen-Supraleiters untersucht. Der d-Wellen-Supraleiter ist dabei nicht weiter spezifiziert
und die Ergebnisse kénnen z. B. auf die Hochtemperatur-Supraleiter aus der Klasse der
Kuprate oder auf andere Supraleiter mit d-Wellen-Symmetrie wie Celrlns angewandt wer-
den [123]. Der Einfluss der d-Wellen-Symmetrie auf den Josephson-Effekt an geometrischen
Josephson-Kontakten wurde in dieser Arbeit erstmals untersucht und fiihrt zu spektakuléren
Unterschieden im Vergleich zum Fall des s-Wellen-Supraleiters. Bei geeigneter Orientierung
des Kristallgitters fithrt die unkonventionelle Paarungssymmetrie zu gebundenen Andreev-
Zustdnden und riickfliefenden Strémen an den Oberflichen des Materials, woraus negative
Gesamtstrome und endliche intrinsische Phasendifferenzen des Josephson-Kontaktes resul-
tieren kénnen. Damit konnte gezeigt werden, dass durch einen geometrischen Josephson-
Kontakt bestehend aus einem Supraleiter mit d-Wellen-Symmetrie der Paarwechselwirkung
ein m-Josephson-Kontakt sowie auch ein p-Josephson-Kontakt realisiert werden kann. Dies
stellt einen neuen, bislang unbekannten Mechanismus fiir das Auftreten negativer Kopplung
und intrinsischer Phasendifferenzen in Josephson-Kontakten dar.

Das Auftreten der riickfliefenden Stréome bei negativer Kopplung wurde durch die Be-
trachtung der lokalen Quasiteilchen-Zustandsdichte in der Engstelle erklart und die resul-
tierenden Strom-Phasen-Beziehungen wurden beziiglich der Beitrige hoherer Harmonischer
analysiert. Basierend auf der mikroskopisch abgeleiteten Formel fiir die Anderung der Freien
Energie eines Josephson-Kontaktes wurden die moglichen Zusténde der Josephson-Kontakte
in Form von 0-m-Phasendiagrammen dargestellt. Die mikroskopische Herleitung der For-
mel fiir die Anderung der Freien Energie liefert dabei erstmals eine fundierte Basis fiir die
Verkniipfung der intrinsischen Phasendifferenz mit der Strom-Phasen-Beziehung.

Im dritten und letzten Teil dieser Arbeit wurde eine spezielle Geometrie fiir einen
Engstellen-Josephson-Kontakt bestehend aus einem d-Wellen-Supraleiter vorgeschlagen, bei
der intrinsische Phasendifferenzen bei vergleichsweise groffen Abmessungen der Engstelle
in besonders robuster Art und Weise auftreten. Fiir diesen sogenannten geometrischen -
Josephson-Kontakt wurden die Strom-Phasen-Beziehungen und die kritischen Strome selbst-
konsistent sowie mit Hilfe eines nicht-selbstkonsistenten Modells fiir das Paarpotential be-
rechnet. Damit konnte der Einfluss aller relevanten geometrischen Parameter sowie der
Temperatur angegeben werden. Insbesondere konnte gezeigt werden, dass im Grenzfall ei-
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ner verschwindenden Ausdehnung der Engstelle ein m-Punktkontakt mit einer intrinsischen
Phasendifferenz von 7 folgt, der damit das direkte Analogon zu einem normalen Punkt-
kontakt mit einer verschwindenden intrinsischen Phasendifferenz darstellt. Der Einfluss der
geometrischen Parameter und der Temperatur auf den Zustand der resultierenden 0-, ¢- und
m-Josephson-Kontakte wurde in Form von 0-7-Phasendiagrammen kompakt dargestellt und
im Sinne der experimentellen Realisierbarkeit diskutiert.

Geometrische Josephson-Kontakte zeichnen sich unter anderem durch kleine Widersténde
im Normalzustand, kleine Kapazitdten sowie giinstige Rauscheigenschaften [25] aus und sind
fiir eine Miniaturisierung geradezu préadestiniert. Des Weiteren existieren Vorschldge zur
Ausnutzung der nicht-sinusférmigen Strom-Phasen-Beziehungen bei tiefen Temperaturen,
um verbesserte Eigenschaften hochempfindlicher Magnetometer zu erzielen [20]. Im Sinne
der Herstellung zeichnen sich geometrische Josephson-Kontakte in Form von Mikrobriicken
insbesondere dadurch aus, dass sie in Ein-Lagen-Technik durch die Strukturierung eines
diinnen Films eines Supraleiters hergestellt werden kénnen. Im Vergleich zu Tunnelkontakten
bzw. Korngrenzen-Kontakten ist keine Strukturierung in Mehr-Lagen-Technik notwendig
und eine rdumliche Beschrinkung auf Korngrenzen des Materials ist nicht gegeben. Damit
ist eine nahezu beliebige Platzierung von geometrischen Josephson-Kontakten auf einem
Substrat moglich und eine Realisierung einer groffen Anzahl von Josephson-Kontakten auf
einem einzigen Substrat denkbar.

Die im Rahmen dieser Arbeit erstmals beschriebene Méglichkeit, Josephson-Kontakte
mit einer endlichen intrinsischen Phasendifferenz in Form von geometrischen Josephson-
Kontakten aus d-Wellen-Supraleitern zu erhalten, ertffnet vielfdltige neue Moglichkeiten
fiir grundlegende physikalische Untersuchungen sowie fiir technische Anwendungen in der
Supraleitungselektronik. Normale oder 0-Josephson-Kontakte sowie m-Josephson-Kontakte
und @p-Josephson-Kontakte allein durch die Strukturierung eines diinnen Films eines d-
Wellen-Supraleiters herzustellen, macht die vergleichsweise einfache Erzeugung eines bista-
bilen Grundzustandes in einer geschlossenen supraleitenden Schleife denkbar [9], ebenso wie
vielfaltige Erweiterungen und Verbesserungen im Bereich von supraleitender rapid single flux
quantum oder RSFQ-Logik [27,62—64]. Insbesondere wird die Moglichkeit erdffnet, in einem
einzigen Prozess 0-, ¢- sowie m-Josephson-Kontakte herzustellen und diese nahezu beliebig
zu SQUIDs und SQIFs zu kombinieren, um gezielt deren Kennlinien zu beeinflussen.

Experimentelle Realisierungen von geometrischen Josephson-Kontakten bestehend aus
konventionellen s-Wellen-Supraleitern wurden in den letzten Jahren von verschiedenen Grup-
pen verdffentlicht [15-19, 21, 22, 25]. Auch die erfolgreiche Realisierung von Engstellen-
Kontakten basierend auf dem Kuprat-Hochtemperatur-Supraleiter YBCO mit d-Wellen-
Symmetrie wurde mehrfach publiziert [23,24,26|. Dabei kamen verschiedene lithographische
sowie rasternde Verfahren und Kombinationen dieser Methoden zum Einsatz. Insbesondere
Elektronenstrahllithographie und fokussierte Ionenstrahlen stellen Werkzeuge dar, bei denen
zu erwarten ist, dass sie es Zukunft erlauben werden, supraleitende Filme mit noch héherer
Auflésung zu strukturieren.

In der vorliegenden Arbeit wurden die statischen Eigenschaften bzw. der Gleichstrom-
Josephson-Effekt an Engstellen-Kontakten untersucht. Die starke Variation der Strom-
Phasen-Beziehungen in Abhéngigkeit der geometrischen Parameter und der Temperatur
sowie das Auftreten intrinsischer Phasendifferenzen implizieren, dass interessante und reich-
haltige physikalische Effekte auch im nicht-statischen Regime des Wechselstrom-Josephson-
Effektes zu erwarten sind. Ein erster wichtiger Punkt sind hierbei die Auswirkungen der spe-
ziellen Form der Strom-Phasen-Beziehungen und der intrinsischen Phasendifferenzen auf die
Shapiro-Stufen des Kontaktes bzw. die Frage, inwiefern aus den gemessenen Shapiro-Stufen
auf Strom-Phasen-Beziehungen und intrinsische Phasendifferenzen geschlossen werden kann.
Die speziellen Eigenschaften geometrischer Josephson-Kontakte gepaart mit Verfahren zur
hochaufgelosten Strukturierung von diinnen supraleitenden Filmen lassen fiir die Zukunft
auf interessante physikalische Effekte sowie auf vielfdltige technische Einsatzmdoglichkeiten
hoffen.
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Anhang A

Selbstkonsistente Losungen und
Stromerhaltung

In diesem Anhang wird gezeigt, dass fiir selbstkonsistente Losungen der mikroskopischen
Eilenberger-Gleichungen immer Stromerhaltung (V - j = 0) garantiert ist.

Die Eilenberger-Gleichungen fiir den quasiklassischen Propagator wurden in Kommuta-
torschreibweise in Gleichung angegeben. Die Darstellung ist dquivalent zu den
folgenden vier Gleichungen fiir die Komponenten des quasiklassischen Propagators:

ihvp-Vg = Af+ATf
—ihivp -V = ATf+Af
ihvp -V = Ag—Ag—Q(iaﬁ—va-A)f

w N =

(
(
(
Cihvp V[ = Ng_Ng_g(z'an+§vF.A)f (

=

1)
2)
3)
4)

Im Sinne besserer Lesbarkeit wurden hier die Argumente f = f(r,pr,icn), g = g(r,pr,icn),
A = A(r,pr) und A = A(r) unterdriickt.

Selbstkonsistente Konfigurationen bestehend aus einer Losung fiir das Paarpotential
A(r,pr) = A(r)x(pr), fir die Stromdichte j(r) und fiir das Vektorpotential A(r) erfiil-
len per definitionem die Gap-Gleichung

A(r) = VN(©O)mkgT > (x(pr) f(r,pricn)) s (A.5)

len|<we

sowie die Stromgleichung (3.9)

j(r) = 2eN(0)7kpT > (vrg(r,pr,icn))Fs (A.6)
len|<we
Aus der Gap-Gleichung (A.5) folgt durch komplexe Konjugation
Af) = VNO) kT S (pr) (6D i) i

len|<we

Mit der Symmetrierelation f(r,pr,ic,) = —f*(r, pr, —ic, ), entnommen aus [69], folgt dar-
aus
Alr) = —VN©O 7ksT S (x(pr) Fr,pr, —icn)ps

len|<we

Da iiber alle Matsubara-Frequenzen mit |e,| < w, summiert wird, ist dies dquivalent zu

Al(r) = —VNO)7kpT Y (x(Pr) f(r,pr.icn))rs (A7)

len|<we
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Setzt man die in Gleichung (3.7)) eingefithrte Faktorisierung A(r,pr) = A(r)x(pr) in
Gleichung (A.1)) ein, so erhélt man

ihvp - Vg(r,pr.icn) = A(r)x(pr) f(r,pr.ics) + Al()x(pF) f(r, PP, icn)

Da die Fermi-Geschwindigkeit innerhalb des Supraleiters als homogen angenommen wird,
gilt
vp-Vg = V- (vpg)=(V-vp)g = V- (Vrg)

und es folgt

iV - (veg(r,pr.ien)) = Ar)x(pr) f(r, pr.icn) + AT(r)x(pr) f(r,Pr,icn)

Durch Summation iiber alle Matsubara-Frequenzen mit |e,| < w. und Mittelung iiber die
Fermi-Fliche (- -)pg erhélt man

iV - Y (veg(r,priicn))rs = A) Y (x(Pr) f(r,pr.icn)) rs

len|<we len|<we

+AT(r) > (x(pr) f(r,Pricn)Fs

len|<we

Setzt man nun auf der linken Seite die Stromgleichung (A.6) und auf der rechten Seite die
Gap-Gleichung (|A.5) sowie die komplex konjugierte Gap-Gleichung (A.7)) ein, so folgt
. i 2e
V-jr) = “r v (A(r) Af(r) — Af(r) A(r)) (A.8)

und die Eigenschaft V - j = 0 ist gezeigt.



Anhang B

Divergenzireiheit des
Vektorpotentials

Die Poisson-Gleichung fiir das Vektorpotential A.(r) kann effektiv in D = 2 Dimen-
sionen gelést werden, da die Stromdichte j(r) translationsinvariant in z-Richtung ist und die
z-Komponente j,(r) aufgrund der zylindrischen Fermi-Fliche verschwindet. Das Vektorpo-
tential A.(r) in der zy-Ebene wird folglich mit Hilfe der Greenschen Funktion Ga(r,r’) des
Laplace-Operators Lo = —A in D = 2 Dimensionen

Ga(r,r') = —%ln\r—rﬂ (B.1)

mit der Eigenschaft
LoGy(r,r') = 6P (r —1') (B.2)

berechnet. Die Definition des Laplace-Operators mit dem negativen Vorzeichen geschieht in
Anlehnung an Kapitel V in Referenz [73]. Mit Gleichung (3.30):

4
A = T [ AG () ()
4
- T d2r'5(2)(r—r/)j(r’)
C Jr
47,
= ?J(I‘)

Ist die Stromdichte auf ein endliches Gebiet beschrankt, so folgt aus den Eigenschaften
V-j(r) =0 und n- j(r) = 0 mit der Oberflichennormalen f sofort V- A(r) = 0. Fiir eine
allgemeine Stromdichte j(r) (ohne Verwendung der Translationsinvarianz in z-Richtung oder
des Verschwindens der z-Komponente) beginnt man zur Herleitung dieser Eigenschaft mit
der Greenschen Funktion G3(r,r’) des Laplace-Operators £3 = —A in D = 3 Dimensionen,
gegeben durch

, 1
= — B.
Calrx') = (B.3)
mit
L3Gs(r,r’) = 63 (r —1') (B.4)
und somit
4m 3,./ AT,
A (r) = — [ d&r Ga(r,r") j(r')
¢ Jv
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Die Divergenz dieses Ausdruckes ist gegeben durch
4m 3,./ ANy
Ve -Ar) = - d’r’ Vy Gs(r,r') - j(r')
1%
4
- ‘l/ @ Vo Ga(r, 1) - j(1')
¢ Jv

Partielle Integration liefert

4 4
Ve Adr) = =70 [ Ve (Galer) i)+ T [ @ Galer) (9 -)
1% v
Der zweite Term verschwindet aufgrund der Voraussetzung V - j(r) = 0. Anwendung des
Gaufischen Integralsatzes auf den ersten Term liefert

4
Ve Acr) = —— o R Gyl ()

Aufgrund der Voraussetzung n - j(r) = 0 verschwindet auch dieser Term. Damit folgt die
Eigenschaft V- A (r) = 0.



Anhang C

Freie Energie eines
Josephson-Kontaktes

In diesem Anhang wird eine Ableitung von Gleichung (3.38) aus der mikroskopischen
Eilenberger-Theorie angegeben:

¥
E()—£€00) = QE dy'I1(v)
€Jo
Diese Gleichung stellt eine Beziehung her zwischen der Anderung der Freien Energie
& (v) — £(0) eines Josephson-Kontaktes und der Strom-Phasen-Beziehung I(vy). Die im Fol-
genden prisentierte Ableitung wurde im Zusammenhang mit den 0-m-Phasendiagrammen
des geometrischen m-Josephson-Kontaktes in Referenz [119] verdffentlicht.

In der Literatur finden sich Verweise auf zwei unterschiedliche Arten der Berechnung der
Freien Energie, die mit einem Josephson-Kontakt verkniipft ist und die von der eichinva-
rianten Phasendifferenz iiber den Kontakt abhéngt (siehe dazu z. B. die Referenzen [126]
und [81]).

Die erste Ableitung von Gleichung , die von Brian D. Josephson stammt [127], ba-
siert auf einer einfachen thermodynamischen Uberlegung. Dazu betrachtet man zwei identi-
sche Systeme A und B, die sich nur dadurch unterscheiden, dass A einen Josephson-Kontakt
enthélt, B aber nicht. Die Systeme A und B seien nun an zwei Stromquellen angeschlossen,
die Strome I gleicher Stérke erzeugen. Die Freie Energie der beiden Systeme F4 und Fg ist
damit eine Funktion des Stromes I. Wenn I geédndert wird, fallen an den Systemen A und B
die Spannungen V4 und Vg ab. Fiir die Freie Energie der beiden Systemen folgt:

dFy = Valdt (C.1)
dFp = Vpldt (C.2)

Die Freie Energie der beiden Systeme unterscheidet sich damit um den folgenden Betrag:
d(Fa—Fp) = (Va—Vg)Idt (C.3)

Da die Systeme A und B bis auf den Kontakt identisch sind, ist die mit dem Kontakt
verkniipfte Freie Energie F' = F4 — Fpg, und V = V4 — Vg ist die am Kontakt abfallende
Spannung. Mit der Josephson-Relation d/dt = 2eV/h folgt

I dy h
dF = VIdt = —“LTdt = ~~1d 4
v 2e dt 2e g (C.4)

und schlieflich -
FO) - F() = 5 [Lav 1) (C5)

0
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Bei dieser Ableitung stellt sich erstens die Frage, inwiefern die Nichtgleichgewichtseigenschaft
dy/dt = 2¢V/h ausgenutzt werden darf, um die Anderung der Freien Energie des Kontak-
tes 7 die bei einer adiabatischen Anderung des Stromes I nur Gleichgewichtszustin-
de involviert, zu berechnen. Zweitens bleibt offen, inwiefern die von gebundenen Andreev-
Zusténden getragenen Quasiteilchenstrome, insbesondere die bei der Energie £ = 0, Be-
riicksichtigung finden.

Die zweite Betrachtung, die auf P. W. Anderson zuriick geht [2], basiert auf der Aus-
wertung eines Tunnel-Hamilton-Operators entsprechend den Gleichungen und 7
der zwei ausgedehnte Supraleiter verbindet. Das Tunnel-Matrixelement wird dabei als expo-
nentiell klein angenommen und es wird Storungstheorie zweiter Ordnung angewandt. Diese
Uberlegung fiihrt auf eine Abhéingigkeit der Energie der Barriere von der Phasendifferenz der
Form AFE  cos(v) und eine entsprechende Strom-Phasen-Beziehung der Form I = I, sin(7).
Allerdings bleibt die Giiltigkeit dieser Ableitung auf Tunnelkontakte mit exponentiell klei-
nem Tunnel-Matrixelement beschrénkt.

Die im Folgenden angegebene Ableitung der Anderung der Freien Energie eines
Josephson-Kontaktes als Funktion der eichinvarianten Phasendifferenz basiert auf dem
Eilenberger-Funktional Q(A, Af, A; f, f). Der Ursprung dieses Funktionals und seine Be-
griindung wird vorab kurz skizziert.

Aus der statistischen Physik ist folgende Darstellung des thermodynamischen Potenti-
als Q eines Vielteilchen-Systems durch die groRkanonische Zustandssumme Z = Sp e (H-nN)
mit ' = kpT bekannt:

Q = —% Inz = —% In (Speﬁ(ﬁfﬂN)) (C.6)

Ist der Hamilton-Operator H eines physikalischen Systems gefunden, so kann das thermody-
namische Potential ) mit dieser Darstellung nach einer Diagonalisierung von H im Prinzip
berechnet werden. Durch eine Minimierung des thermodynamischen Potentials Q beziiglich
aller Parameter erhélt man dann den tatséchlich realisierten Zustand des Systems.

In den meisten Fillen ist entweder der Hamilton-Operator H unbekannt oder eine di-
rekte Diagonalisierung ist aufgrund seiner Komplexitét nicht moglich. Verwendet man an-
statt des vollstdndigen Hamilton-Operators H einen einfacheren approximativen Hamilton-
Operator H,, so kann gezeigt werden, dass man aufgrund der Konvexitdt des negativen
Logarithmus in der Relation zumindest eine obere Schranke fiir das thermodynami-
sche Potential erhélt.

Wie von G. Eilenberger festgestellt wurde [128], konnen die Gorkov-Gleichungen der
mikroskopischen Theorie der Supraleitung aus dem thermodynamischen Potential {2 iiber
den Ausdruck

Q = Spp(H+kpTlnp)+ %% dPr (rot A(r) — Begy(r))? (C.7)

mit der grofkanonischen Dichtematrix p = e—BH /Sp e~ unter Verwendung des BCS-
Hamilton-Operators

2
Hpes = / d3r{§j H#W” (?W‘;A(r)) wa(r)—wwwa(r)]
— Al () Y] (x) ¥ (x) vy (r)} (C8)

abgeleitet werden. Dabei findet ein Variationsprinzip Anwendung und die Gorkov-
Gleichungen folgen als Stationaritétsbedingung bei der Minimierung des thermodynami-
schen Potentials 2 entsprechend Gleichung (C.7)).
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Zur Beschreibung von supraleitenden Systemen im Giiltigkeitsbereich der sogenannten
quasiklassischen Nidherung kr§o > 1 wurde von G. Eilenberger 1968 das folgende Funktional
Q(A, AT A; f, f) fiir das thermodynamische Potential vorgeschlagen [66,100]:

QA AT A ff) = /d%’{;;ﬂ_ (rot A(r') — Bege (r'))” + |A(X)|2N(0) ln% (C.9)

c
- / K, I(r' Ky, enr) )
rs (2m)2 N(0)|hvp (K )|
Im sauberen Grenzfall ist die Funktion I(r,kp,e,) dabei gegeben durch
AT f(r kp,en) + A f(r,kp, e,) + 260 (g(r, kp, e,) — 1)

+ g(r,kp,en) Avp(kp) - <1 0 In M - iQ:A(r)) (C.10)

20r f(r,kp,e,)

o0 AYPA
+ N(0)2rkpT > ('Air)
E”/:O n’

I(I‘, kFa 5n)

Fiihrt man eine Variation des Funktionals Q(A, AT, A; f, f) beziiglich der Propagato-

ren f(r,kp,e,) und f(r,kp,e,) durch, so liefert dies die Eilenberger-Gleichungen fiir
f(r7kF7€7l) und f(rka75n) [66]

{0ttt (5 -2 A@ ) | £ ke

c 2A(I‘) g(r,kasn) (Cll)

{25n — hvp(kp) - ((ffr —|—i2:A(r)) } f(r,kp,e,) = 2AT(r)g(r,kp,e,) (C.12)
Eine entsprechende Variation des Funktionals Q(A, At  A; f, f) nach dem Paarpotential
AT (r) liefert die Gap-Gleichung (3.8) fiir A(r), genauso wie eine Variation nach dem Paar-
potential A(r) eine entsprechende Gap-Gleichung fiir Af(r) liefert. Eine Variation nach
dem Vektorpotential A(r) liefert schlieflich die Strom-Gleichung (3.9). Die Eilenberger-
Gleichungen und zusammen mit der Gap-Gleichung fiir A(r), Gleichung (3.8),
sowie der entsprechenden Gap-Gleichung fiir Af(r) und der Strom-Gleichung stellen
somit Stationaritdtsbedingungen fiir die Minimierung des von Eilenberger vorgeschlagenen
Funktionals Q(A, AT, A; f, f) dar.

Diese Stationarititsbedingungen des Eilenberger-Funktionals Q(A, AT, A; f, f) konnen
andererseits aber auch durch die quasiklassische Naherung mit der Bedingung kr&y > 1 aus
den Gorkov-Gleichungen hergeleitet werden [66]. Die Ableitung dieser sogenannten quasiklas-
sischen Gleichungen aus den Gorkov-Gleichungen liefert eine unabhéngige und geschlossene
Begriindung, die nicht mit dem Funktional Q(A, AT, A; f, f) verkniipft ist.

Die Bestatigung der Relevanz des von G. Eilenberger vorgeschlagenen Funktionals
Q(A, AT A; f, f), Gleichung , ergibt sich somit indirekt, da es als Stationarititsbe-
dingungen die Selbstkonsistenz-Gleichungen fiir die relevanten Grofen A(r), Af(r), A(r)
sowie f(r,kr,e,) und f(r,kp,e,) enthilt, die andererseits durch die Verwendung der qua-
siklassischen Naherung aus den Gorkov-Gleichungen gewonnen werden kénnen. Folglich ist
das vorgeschlagene Funktional Q(A, AT A; f, f) bis auf eine unwesentliche additive Kon-
stante korrekt und tauglich zur Beschreibung supraleitender Systeme im Giiltigkeitsbereich
der quasiklassischen Néherung kp&y > 1. Allerdings ist zu beachten, dass erst eine Mini-
mierung des Funktionals Q(A, AT, A; f, f) den tatsichlich physikalisch realisierten Zustand
des betrachteten Systems liefert. Auch bei der im Folgenden angegebenen Ableitung der
Formel fiir die Anderung der Freien Energie eines Josephson-Kontaktes wird eine Variation
des Funktionals durchgefiihrt, um das Funktional Q(A, AT, A; f, f) zu minimieren.

Eine wichtige Eigenschaft des Funktionals Q(A, AT, A; f, f) besteht darin, dass es im
stationdren Punkt gerade die Differenz der thermodynamischen Potentiale Qg — Qn zwi-
schen dem supraleitenden Zustand g sowie dem normalleitenden Zustand Qp liefert. Die-
se Differenz der thermodynamischen Potentiale ist identisch mit der Differenz der Frei-
en Energie zwischen den beiden Zusténden. Diese Bedeutung des Eilenberger-Funktionals
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Q(A, AT, A; f, f) im stationdren Punkt wird in der folgenden Ableitung ausgenutzt, um die
Abhéngigkeit der Freien Energie eines Josephson-Kontaktes von der eichinvarianten Pha-
sendifferenz zu berechnen.

Zur Ableitung der Formel fiir die Anderung der Freien Energie eines Josephson-Kontaktes
beginnt man mit dem Eilenberger-Funktional fiir Q(A, AT, A; £, f), Gleichung . Die-
ses kann anstatt der Propagatoren f(r,kp,e,) und f(r,kp,e,) auch durch die Riccati-
Amplituden a(r,kp,e,) und b(r,kp,e,) parametrisiert werden und wird dann mit
E(A, AT, A;a,b) bezeichnet [129]:

E(A, AT Asa,b)
2 rot A(r') - ot A(r') — 1ot A(r') - Begy

+ fFS d2k/F fFS d2k/}/7‘ AT (rlv k/F) [Vpair};}i’k% A(I‘l, k’lf—\)

d*Kk’
fps @3 |th(k’ )] 2rkpT Esn/>0 1+a(r’,k},,6n?) bt K2 r)
= d3r' _ - C.13
/ " AT, Kp) a(t!, K, ) + A, K) b, K, 00 (C.13)
+[1—a(r, kK, en) b(t', K, €0 )]

En/—iVF(k/) eA( )
N +iveK,) - V’lnb(:%”ij;

Hierbei ist [V},m-r]k, . die Paarwechselwirkungsmatrix, vr(kp) die Fermi-Geschwindigkeit
FIF
und ppr = hkp liefert den Fermi-Impuls.

Im stationédren Punkt wird eine allgemeine Variation des Eilenberger-Funktionals durch-
gefiithrt:

o o o o o€
T -
A = S dAt i dAT & S dA o da o db (C.14)

Die Variationen nach A und At liefern die Gap-Gleichungen fiir AT und A und verschwinden
im Fall selbstkonsistenter Losungen, d. h. im stationdren Punkt des Funktionals, unabhéngig
von der gewahlten Eichung:

8£ — 3./ T / ko%‘é .
oA /d ' {A k) rs (2m)3 |Avp (k)| [Vpa”]kp’k%

2(r', K, enr) }

X 27‘(’]{,‘BT
Z T+ a(t’, Ky 20) b, K, £10)

= 0 (C.15)

OE 5 d’k/ 1
ge _ Al kp) = [ o o Voairliep e
= C”{ )= [, G T iy o

2a(r", Ky, en) }

X 27TkBT
EZ;O 14 a(r’, Ky, en) b(r', Ky, e00)

=0 (C.16)
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Die Variation nach dem Vektorpotential liefert

o0& 3 s 1 1
=2 - A(r') + —rot B,
> /d r { g rotrot A(r') + g rot wt}

d’K/ 1
+/d3,r/ / F
rs (2m)% [hve (Kp)|

e 1—a(r, K, en) b(r', K, epr)
2kpT 2i-vp (k] e e C.17
X ZTTRB Z ZCVF( F) 1—|—a(rﬁk%,&nr)b(r’,k};,sn/) ( )

€,7>0

Nun kénnen die externen Stréme rot Be,; = 47” Jext identifiziert und die Stromgleichung
eingesetzt werden:

o0& 1 1 1
A /d?’r’ {_47r rotrot A(r') + Ejemt + E‘j (r; A AT AL q, b)} (C.18)
Die Variationen nach den Riccati-Amplituden a(r, kg, ,) und b(r, k, £,,) liefern die Riccati-
Differentialgleichungen fiir b(r,kp,e,) und a(r, kg, e,) und verschwinden ebenfalls im Fall
selbstkonsistenter Losungen, d. h. im stationdren Punkt des Funktionals, unabhangig von
der gewahlten Eichung:

86 / / . ! !
% = /d37” {VF(kF) -Vb(I',kF7€n) —Q(En—ZVF(kF) . ZA(I' )) b(l‘ 7kFa5n)
— A kp) b kp, 0] + A2, kp)}
= 0 (C.19)
o€ 3 , . € / ’
% d*r'{vr(kr) - Va(r' kp,e,) + 2 (En —ivp(kp)- EA(I" )) a(r’, kg, ep)

+ AN kp) [a(r kp, en)]” — A(Y, kp)}
= 0 (C-20)

Damit verschwinden alle Variationen bis auf 0£ /0A und das totale Differential wird

1 1 1
& = /d?’r’ {—4 rotrot A(r') + = jeot + = j (r'; A,AtA,aJ))} -dA  (C.21)
7r c c

Das Integrationsgebiet umfasst im Allgemeinen den gesamten Raum. Betrachtet man den
gesamten Raum, so verschwindet auch die Variation des Eilenberger-Funktionals nach dem
Vektorpotential, da sich gerade die Maxwell-Gleichung ergibt:

rotrot A(r) = rotB(r) = 4% (Jext(r) +j(r)) (C.22)

Hierbei ist B(r) = rot A(r) das gesamte Magnetfeld sowie A (r) das gesamte Vektorpotential
und j(r) bezeichnet die Strome, die in der Probe fliefen.
Beschrankt man das Integrationsgebiet auf ein Volumen V', das den Josephson-Kontakt
umschliefst, so sind die externen Strome nicht enthalten:

d& = / d3r' {—41 rotrot A(r') + 1_j (r'; A, AT A, a, b)} -dA (C.23)
% 7I (&
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Nun fithrt man folgende lokale Eichtransformation mit dem Eichfeld ¢(r) durch:

A — A€

AT —  Afemi

a — ae? (C.24)
b — be ™

A - A+lvy

Damit folgt

1 h
A€ = / d>r’ {—rotrot (A(r’) + CV¢)
v 47 2e

1 ) . . .
+=j (ﬂ; Ae® ATe ™ A+ @w,aem, be"¢> } - d (A + hcw)
c 2e 2e

1
= /d?’r’{—rotrotA(r’)
v 47T
he

1 . . . . ~
£ <r’; Aeit Alemio A+ 1CG4 oo, be"¢) } ey (w))
c 2e 2e

mit der eichinvarianten Phase (;3(1‘)7 gegeben durch

r

o(r) = qﬁ(r)—i-% / dl- A(r) (C.25)

he Joo

Die Darstellung der eichinvarianten Phase (;NS durch das Wegintegral d ( f; dl - A) = f; dl-dA
ist nur moglich, falls der transversale Anteil von dA verschwindet (rotdA = 0). Dies ist
aber gewéhrleistet, da die oben genannte Variation dA das Magnetfeld nicht d&ndern darf
und somit die Eigenschaft rot dA = 0 aufweist.

Die Stromdichte ist invariant wunter der Eichtransformation, da Produkte
a(r,kp,e,)b(r,kp,e,) nicht verdndert werden:

_ @ 3,1 _i , 1 /. i -
€ = vdr{ - rotrot A() 4~ (i A, AT AL a,d) a(vé) (C.26)

Ebenso sind auch die anderen Stationaritdtsbedingungen, Gleichungen (C.15)), (C.16)), (C.19)
und (C.20)), die fiir das Verschwinden der Variationen nach A, Af, a, b ausgenutzt wurden,

unter dieser Eichtransformation invariant.

Das Volumenintegral wird nun in ein Oberflichenintegral umgewandelt. Zunéchst der
Beitrag des Vektorpotentials:

hc a3 {41 rot rot A(r')} -d (V&)

2 Jy

T
1 A ot 7

= - 272/‘/61?’7/ {V~ ((rotrotA(r/)) dqb) —dpV - (rotrot A(I‘/))}
1 A 7

= - 27? /Vd37n’v. ((rot rot A(r')) d(j))
1 A p

= 2{ - do’ - ((rotrotA(r’)) qu) (C.27)

Hier wird die Vektoridentitét rot (¢v) = (V) x v 41 rot v verwendet, die fiir ein beliebiges
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Abbildung C.1: Skizze zum Integrationsgebiet. Das Volumen V umschlieft den Josephson-
Kontakt (JJ), durch den ein Strom I flieRt. Die Stirnflachen (linke und rechte Begrenzungs-
flache) stellen auf dem Querschnitt des Supraleiters Flachen konstanter eichinvarianter Phase
dar. Diese eichinvarianten Phasen sind gegeben durch ¢~>L und ¢~SR.

skalares Feld v sowie ein beliebiges Vektorfeld v gilt:

1 he 7~ / 1
o . do'n - ((rot rot A(r")) dng)

- 7% Z—z e do’ - {(rot (dq@rot A(r'))) —d (VQZ) X rot A(r’)}
_ 7% ZLZ . (d({srotA(r'))
1 hc

o ) o (d (w?) x Tot A(r’)) (C.28)

Das erste Integral verschwindet, da es sich um eine geschlossene Fliache S = 0V handelt und
der Weg C' = 0S5 somit keinen Beitrag liefert. Beim zweiten wird zyklisch vertauscht:

% % s do' - (d (VJS) X rot A(I"))
= % Z—z e do’ rot A(r") - (fl xd (V(ZE))
i he

do’ rot A(r') - (n X V (d({s)) (C.29)

Ar 2e S=0V

Die Stirnflichen des Integrationsvolumens aus Abbildung [C:I]sind auf dem Querschnitt des
Supraleiters Fliachen konstanter eichinvarianter Phase. Deshalb sind auf diesen der Norma-
lenvektor fi und der Gradient von d¢ parallel orientiert und die Stirnflichen liefern somit
keinen Beitrag. Auf allen anderen Flichen ist d¢ = 0, da diese Flichen auferhalb des Su-
praleiters liegen. Folglich verschwindet der Beitrag des Vektorpotentials vollstéandig und es
verbleibt der Beitrag der Stromdichte:

g = I d3r'j(r';A,N,A,a,b).d<v¢3) (C.30)
26 1%

Auch bei diesem Ausdruck wird das Volumenintegral in ein Oberflachenintegral umgewan-
delt:

_ E 3,03 (. T 7
de = - Ver(r,A,A,A,a,b)d(qu)

_ %/Vdgr/ {v. (j (r'; A, AT A, a,b) qu) —dpV - (r’;AvN’W;vaa@}

_ Qﬁe/d%’v-(j (v A, A, A a,b) d3)
1%

_ I ro (i (o A AT y

= 5 s:anU n (J (r'; A AT A a,b) dqb) (C.31)
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Entsprechend Abbildung [C] tragen zu dem Oberflichenintegral nur die Flichen bei, durch
die die Stréme in das Volumen V hinein bzw. aus ihm heraus fliefen. Dort liegen die eichin-
varianten Phasen ¢Z 1 bzw. (;NSR vor, da weit weg vom Josephson-Kontakt Querschnitte des
Supraleiters Flidchen konstanter eichinvarianter Phase sind. Damit:

I
& = — do'f-j(r'; A, AT A a,b) do
2e Js—pv

= 2% [IdQER *Idéf;L}

h _ _
= 5 Id (¢R - ¢L) (C.32)
Mit der eichinvarianten Phasendifferenz v, gegeben durch
o 7 2e (TR
7=¢R—¢L=¢R—¢L—FT/ dl-A (C.33)
cJe,
folgt:
& = n Id (C.34)
2 7 '

Die Integration beider Seiten liefert
h K / /
€M —E0) = o | dy 1) (C.35)
0

Diese Formel liefert die Anderung der Freien Energie eines Josephson-Kontaktes, die durch
eine Anderung der eichinvarianten Phasendifferenz v = ¢ — ¢, — % f:f dl- A hervorgerufen
wird. Die beschriebene Herleitung basiert auf der Eichinvarianz des Eilenberger-Funktionals
sowie auf der Stationaritit beziiglich der Variation nach den Parametern A, Af, A, ¢ und b
im Fall selbstkonsistenter Losungen. Der Vorfaktor i/ (2e) folgt direkt aus der durchgefiihrten
Eichtransformation.

Zur Herleitung von Gleichung sollten abschliefend zwei Punkte bemerkt werden:

e Wird zur Auswertung von Gleichung (C.35) eine Strom-Phasen-Beziehung verwen-
det, die nicht selbstkonsistent berechnet wurde, so folgt eine obere Schranke fiir die
Anderung der Freien Energie.

e Die angegebene Herleitung ist in ihrer Giiltigkeit nicht auf Josephson-Kontakte be-
schréankt, sondern gilt fiir beliebige Strukturen mit einer Strom-Phasen-Beziehung.



Anhang D

Losung der Riccati-Gleichungen
mit konstanten Koeffizienten

Die Riccati-Gleichungen fiir a(s) bzw. b(s)

th%a(s) + [2e, + Ala(s)]a(s) —A = 0 (D.1)
th%b(s) — [26, 4+ AB(s)]b(s) + AT = 0 (D.2)

kénnen im Fall konstanter Koeffizienten ¢, und A analytisch integriert werden. Dies wird
in diesem Anhang kurz beschrieben und die Losungen fiir a(s) und b(s) werden angegeben.

Zunéchst zur Gleichung fiir a(s). Eine spezielle Losung der Differentialgleichung
kann durch Vernachléssigen des Gradiententerms gewonnen werden:

A

a, = D3
e T (D.3)

Mit dieser speziellen Losung definiert man eine neue Funktion z,(s):

1 1
Za(s) = a(s) a0 a’( ) = Za(S) + ag
Damit folgt
2a(s) - 0za(s)
s (ale) 05

Einsetzen in Gleichung (D.1]) und Ausnutzen der speziellen Losung ag liefert

0 AT 2e, 1 2|A2
%Za(s) = 7+ < + . - Za(s)

VR hvp hvp En + 5721+|A‘2

Diese Differentialgleichung fiir die Funktion z,(s) wird gelost durch
za(s) = —cq + A-e%?
mit

:
Ca = 8 (D.4)

2\/e2 + |A?
2

¢ = jop VATIAP (05
F
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Damit ergibt sich folgende Losung fiir die Funktion a(s):

1

a(s) = m‘i’ao (D6)

Der Koeffizient A kann durch eine Anfangsbedingung a(s = sg) = as, bestimmt werden.
Analog folgt durch Vernachlissigen des Gradiententermes eine spezielle Losung fiir Glei-
chung (D.2):
AT

by = D.7
' e+ VR AP (B-7)

Man definiert nun eine Funktion z,(s) mit

1 1
zb(s) = m = b(S) = T(S) +b0
und es folgt 5 . 9,(5)
I s) = — ) Zp(S
s (®) (z(s))®  Os

Einsetzen in Gleichung (D.2) und Beriicksichtigung der speziellen Losung by ergibt

9. (s) = _A8 257”+L 2| 2(s)
ds" - hop hwp — hwp e, + /2 + |A]? b

Diese Differentialgleichung fiir die Funktion z;(s) wird gelost durch

zp(s) = —p+B-e”¢°
mit

Cp, = # (D8)

2\/€2 +|A?
2
c = Vez + A2 (D.9)

hop

Die Losung fiir die Funktion b(s) ergibt sich damit folgendermafien:

1

b = ——+b D.10
() = s o (D.10)
Der Koeffizient B kann wiederum durch eine Anfangsbedingung b(s = sg) = bs, bestimmt

werden.
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